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MEDAGLIA GUCCIA. 

In occasione del IV° Congresso Internazionale dei Matematici, che si terrà in Roma 
neiranno 1908, il Circolo Matematico di Palermo conferirà un premio internazionale di 
Geometria. Questo premio, chiamato «medaglia guocia» (dal nome del suo fonda- 
tore), consisterà in una medaglietta ed in una somma di lire 3000 in oro. 

E noto che, dopo i lavori ai quali dio luogo il Premio Steiner conferito nel 1882, la 
teoria delle curve gobbe algebriche è stata alquanto trascurata, e che anche i grandi pro- 
gressi della Geometria moderna, conseguiti con metodi sintetici, o algebrici, o funzionali, 
han lasciato in disparte codesta teoria: di guisa che le questioni fondamentali che erano 
state poste nei lavori citati, ed altre ancora che si potrebbero porre, non sono state og- 
getto di lavori ulteriori. Se poi si passa dallo spazio ordinario agli spazi superiori, sor- 
gono per le curve algebriche (in particolare per la loro classificazione, per lo studio delle 
curve canoniche di genere dato, ecc.) numerose e importanti questioni, delle quali nessuno 
si è ancora occupato. D'altra parte, si conoscono ben poche proposizioni sulle curve gobbe 
algebriche ottenute limitandosi al campo reale, ovvero a un campo razionale dato. 

Ispirandosi a ({ueste considerazioni (ma senza voler limitare, in alcuna guisa, i pro- 
blemi e i metodi di ricerca), il Circolo Matematico di Palermo^ conformemente alle inten- 
zioni del fondatore del premio, conferirà la «medaglia ougoia>» a 

una Memoria clie farei fare un progresso essenziale alla 
teoria delle curve gobbe algebriclie. 

Nel caso in cui, fra i lavori inviati al concorso, nessuna Memoria relativa a questa 
teoria fosse riconosciuta degna del premio, questo potrà essere aggiudicato a 

una Memoria clie farei fare un progresso essenziale alla 
teoria delle superficie» o altre varietéi» algebriclie. 

Le Memorie destinate al concorso dovranno essere : inedite, redatte in lingua italiana, 
o francese, o tedesca, o inglese, e scritte tranne che per le formole) con la macchina da 
scrivere. Munite di una epigrafe, esse dovranno pervenire, in tre esemplari, al Presidente 
del Circolo Matematico di Palermo prima del 1* XjUglio IQO*?, accompagnate 
da un plico suggellato portante sulla busta Tepigrafe adottata e nell'interno il nome e 
l'indirizzo deirautore. La Memoria premiata sarà inserita nei « Rendiconti », o altra pub- 
blicazione, del Circolo Matematico di Palermo, L'autore ne riceverà 200 Estratti. 

Qualora nessuna delle Memorie presentate al concorso fosse ritenuta degna del premio, 
questo potrà essere aggiudicato a una Memoria, sulle teorie anzidette, che venisse pub- 
blicata dopo la pubblicazione del presente programma e prima del P Luglio 1907. 

Il premio sarà conferito dal Circolo Matematico di Palermo in conformità al giudizio 
di una Commissione internazionale di tre membri, composta dei signori : 

Prof. Max Noether, dell'Università di Erlangen, 
> Henri Poincaré, dell'Università di Parigi, 

» Corrado Seore, dell'Università di Torino. 

• 

La lettura del rapporto della Commissione, nonché la proclamazione del nome del- 
l'autore premiato ed il conferimento del premio si faranno in Roma nel 1908, in una se- 
duta del IV^ Congresso Internazionale dei Matematici. 

Palermo, il V novembre 1904. 

U Presidente del Circolo Matematico di Palermo 

M. L. A I b e g g i a n i. 



Singulax trajectories 
in tlie restricted problem of four bodies. 



(By E. 0. LovETT, a( Princeton, New-Jersey.) 



T, 



he restricted problem of tbree bodies has occupied a prominent place 
in recent researches in celestial mecbanics. It may be formulated as foUows: 
Two bodies, S and J, revolve round their common centre of gravity in cir- 
cular orbits under the influence of their mutuai attraction (that is, constitute 
an exact solution of the problem of two bodies). A third body P without 
mass (that is, such that it is attracted by S and Jj but does not disturb 
their motion) moves in the same piane as S and J. The restricted problem 
of three bodies is to determine the motion of P. 

A corresponding particular problem of four bodies has received some 
attention (^). It has to do with the motion of an infinitesimal body in the piane 
of three finite bodies which are in motion according to one or the other of 
the Lagrangian exact solutions of the problem of three bodies, and attracted 
by each of them according to Newton's law, but itself incapable of affecting 
their motion. The problem of the motion of the infinitesimal body might be 
called a restricted problem of four bodies, distinction between the Lagrangian 
solutions being made where necessary. 

Painlevé has shown that in the general problem of three bodies the 
motion is regular as long as there are no collisions. The theorem applies a 
fortiori to the restricted problem of three bodies. A corresponding theorem 
does not hold when the number of bodies is greater than three, as Painlevé 



(*) MoULTON, Particular solutions of the problem of four bodies. Transactions of the 
American Mathematica! Society, Volume I, 1900, pp. 17-29. 

LovETT, Per iodio solutions of the problem of four bodies, Cambridge Quarterly Journal 
of Mathematics, Volume XXXV, 1903, pp. 110-155. 
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2 Lovctt: S'mgular trajeelon'es 

iias provej, hut a similar theorem does obtain for tlie restricted 
four bodìcB as defined above. 

Ih a rcceiit Meinoir (*) Levi-Civita has studied the slngular 
uf tlie rosliieted prolileni of tliiee bodics, that is Uioee oii wliicli e- 
[lossible. By slight modificati oiis bis annlysis becomes directly n 
tlie resfricted j>robl(:Di yf four bodies. The wrìting of ibis para!!' 
jert of tbis note, coiitìiiiiig affentioD to that case of the probl- 
thc finite part of the system consists of (bree bodies of nny !■ 
TGi'tiees of aii cquìlateral trianglc. Among the conclusions mu 
lious oxci'ption to that theorem of Paislevé whieh affirms tln 
character of tlie conditioiis for collision in the problem of n 
inasses of three or more of the bodies are difFerent froni ?.- 

Let P,, P,, P, be three bodies of masses m,, wi,, ■:■ 
tho vertioes of an equilatera] trìangle, turning with unif'i' 
iibout their (common centro of gravity. Let P be a fonri- 
fiituated in the piane of the triangle. Let the units 1' 
snm of the maescs is unity, the angular velocity unit' 
equilatera! triangle unity. 

Putting 

P,P=n, (.• = !, 2, 3), < 
\ve bave 

£»1(»-ì-'-}-l) 4-1 = 0, 

The equations of motion of P relati . 
rotating uniformly about the centre of ■ 
their common angular velocity are 

• ^ 1 4 — a r 




in the restricted problem of four bodies. 



Let US transform the latter equations to parallel axes whose origin is 
at Pi . The formulae of transformation are 

$=x— — -X_., ^=y ^5 (6) 

accordÌDgly the equations of motion become 



/ • 



X 



'/ 



dV 2 fwt 4- wjs ^ ( TT 2 m2 + ms mi 3 



2 y — a: = A T = -R- U — 

^ dx 2 dx\ 



^ — o— y 




2 2 

' \ (7) 

„ , rt , 3[/^ m3\3 3 /rr 2Wf + W3 W3 \ 3 \ \ 

Introduce now the pelar coordinates (r, , 6) by means of the relations 

X =: Ti cos ff, y = fi sin ^, (8) 

and the last equations assume a form analogous to that of Levi-Ciyita 



r'\-r.^/«-2r.fi'-r,=|^, JL (,.« 5') + 2 r. r\ = |^ (9) 



where 



l/i = (7 -^ ftcos^ ^risinfi', (10) 



To transform the latter to canonical form we put as does Levi-Civita 

r'i = B., ^'=^-1; (11) 

the equations of motion then become 

dQ_ _d]Ji _dJJt \ 

dt "" ae ~" ae ' ) 

■where 

C^. = J7.-|rf(^^-l)'+|r!. (13) 
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The last eqiiations may be written 
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(15)1 



(16) 



Tbe canonica! variables J?, , 9 bave slmple interpretati one identica! wJth 1 
tlieir meaninga in the three body problem, the former is the derivative of I 
the nidius vector snd the latler is twice the absolute area! veloeìty. 

The motion belng regular except in case of coUision, singularities can 
occur only when for i leuding to a finite Hmit (, \ve have r, , r, , or i\ zero 
in the limit. Evidently no two of these lìmiting values can occur aimulta- 
neously, since \ve have either of the following three simultaneoua limita : 



I." 



i r, = 0, 


i r 


• "'. 


L r, = l; 


1 r, = 1, 


L r 


■, = 0, 


L r, = \; 


i .-, ^ 1, 


L r 


■■ = 1, 


L )-, = 0. 



118) J 



Since the three bodica i', , P,, P, play Bymmetrical ròles in the problem i 
it will be sufficieot to coneìder Ihe first case alone. 

It Ì3 onr object now to study the real trajectories il) of the system (14) 
upon whioh for a cortain arWlrary value i, we have 



On suitably mAdiryiii! 
analysis of Lkti-Ciiita li 



L r, = 0. 



(19) 1 



•'ortain luantilies and expressions, tbe 
10 bere. 



in the reatrided probUm of four bodies. 



CoDsider the reduced differential system >vhich defìnes the trajeotories 
and which is derìved from (14) by elimìnating dt and taking account of the 
Jacobian integrai F = — C, namely 

B\ = r\ + ^ + 2m,R, + 2m,B,-r][^- - l) - 2 C. (20) 

B, beìng thus defined as a function of r^ , 5, 6, the equations of the tra- 
jectories are 

dO dBi de dR 



dr de dr 3 



(21) 



The motion being regular before the instant f^, r, does not vanish for 
i</,; moreover from (19) r, is not a Constant; there exist then values of t 
as near as we wish to i^ , for which B^ the derivative of r, is dififerent from 
zero. 

Is distinguish the trajeotories 1 from ali other solutions of (21) it is suf- 
ficient to remark that on every 2 there are values of ì\ as near as we wish 
to zero for which 6 and 9 are holomorphio functions of r^, as follows from (19) 
and the fact that the derivative of i\ is not identically zero. 

Lei US put 

/' = K/n|, «'-^--1, 



pP= \ |- 1 p' [2 (m,B, + m,B,-G) + p*] j , 



H= — pB= ± v2f», — f>«fi'« + p' [2 (m, B, + m,B, — C) + p'] , ; 

^here for the reality of H it is necessary that p* $'• remain finite for p con- 
Tergent to zero. 

The functions TTg, W^^ P as functions of p and 8 are regular in the 
domain of |o-=0, for every real value of fl; H as a function of p, 5, 6" k 
regular in the vicinity of /> = 0, for ali real values of $ and 0\ 
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The svstem (21) becomes 
rf- = -2.o'_^, />^:=-4(5 +l)-2m.p-g--2m,p-y-; (23) 



OD writing 



fr=Tr, + — TT, '24) 



these equations assume the form 



j7=-2r^. /^=-4(. + i,-2,„.';;, ,25, 



which are identica! in form with those of Levi-Civita in the restricted prò* 

blem of three bodies. 
} The system (25) is regalar in the vicinity of p = 0, this point excepted, 

and upon every 2, 6 and S' are holomorphic function of p, as long as p is 

sufficiently sraall and difFerent from zero 
4 From (25) we deduce that the function H satisfies the relation 

from which it appears that the inferior limit of H when p tend to zero is 
diflferent from zero. 

From the second of equations (25) it may be.concluded that 

L 5' = — 1 (27) 

0=0 

and hence 

LH=±\2m,. (28) 

We are now in position to conclude by the method of limits and Lkvi- 
Civita's generalization of a theorem of Briot and Bouquet (loc. cit.) that in 
the restricted problem of four bodies the trajectories on Avhich P and P, 
collide after a finite time correspond to the ce* integrals of the system (21) 
holomorphic for p = 0, and to these integrals only. Calling 6^ the arbitrary 
vaine 5(0) and remarking that 5 (0) ought necessarily reduce to — 1, we 
bave for these integrals expressions of the form 

e = c.-\-poL{p, e,\ ff' + i=p/3(p, 6.\ (29) 

a and i3 being power-series in p. 



in the restricted problem of four bodies. 



In order that a collisiou occur it is necessary and sufficient that the mo- 
tion take place on one of these trajectories, then it is necessary and suflGi- 
cient that p^ 5, 6' verify at every instant the equation derived from (29) by 
elirainating 0^ . This is the invariant relation characteristic of collision. It is 
unique as surmised by Painlevé in the general problem of three bodies and 
as found by Levi-Civita in the restricted problem of three bodies. 

The first of equations (29) permits the determination of ^o as a holo- 
morphic function of p and 9. Putfing the vaine thus found in the second of 
the equations, we bave 

e' + i^pfip.e) (30) 

vrhere /" is a holomorphic function of p in the vicinity of p = for ali real 
yalues of 6. 

Since (30) is an invariant relation with respect to the motfon and to (25) 
we should arrive at an identity by differentiating it with regard to p and 
taking itself and (25) into account. It thus appears that the function /*(p, 6) 
satisfies the equation 

where in H6' is to be replaced by pf — 1. 

This equation (31) admits of but one integrai developable in powers of p. 
Putting 

f=ìnfnp^ (32) 

u 

the fn can be calculated step by step, by idenlifying the coefficients of the 
same powers of p in the two members of (31). 

The holomorphic integrai of (31) is the function f of the invariant re- 
lation (30). 

In the restricted problem of three bodies Levi-Civita has shown that this 
function f is periodic in 5; the condition of collision is uniform in Poincaré's 
eense, and is algebraic in the velocities. 

The sams results are true for the restricted problem of four bodies, and 
consti tute a curious exception to Painlevé's theorem {Compfes Rendus^ 20 dé- 
cembre 1897) that in the problem of n bodies in which at least three masses 
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are different from «ero the coDditìons for coUìsìqb are oertaiBlr incuBoendeota] 
io the velocities. 

CotDputkkg the series ^fnp^ as directed above we find io tenos «f tfae 
fifth order in f that f hae the fona 
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-(f -*)K(f -")+'-=^S;^Hf-'i-']k 



mìmh reduce^ io the torm giren bv Leti-Citita od makiag iirj = 0. 



Sur la théorìe des cubiques circnlaires 
et des quartiqnes bicirculaires. 



(Par F. GoiiEs Teixeira, à Porto (Portugal).) 



0, 



^n sait que les cubiques circulaires et les quariiques bicirculaires soni 
anallagmatìques, en general, par rapport à quatre centres d'iiìTersion et od 
sait déterminer ces points en les considérant comme les centres des quatre 
cercles qui sont coupés orthogonaiement par les cercles bitangentes dont la 
cubique ou la quartique considérée est Tenveloppe. Or, dans la première partie 
de ce travail, nous allons les chercher par une autre méthode, en les déter- 
minant au moyen d'une hyperbole equilatere, dont une asynaptote coincide 
avec l'asymptote réelle de la courbe, dans le cas des cubiques circulaires, et 
au moyen de deux hyperboles équilatères, dans le cas des quartiques bicir- 
culaires. 

Une autre question, dont nous allons nous occuper, est celle de la con* 
struction des quartiques bicirculaires unicursales. Rappelons d'abord que, si 
par un point 0, place sur le pian de deux courbes données, on méne des 
droites qui coupent ces courbes, et si sur chaqu'une on prend un segment, 
égal à la différence des segments de la mème droite compris, entre le point 
donne et les deux courbes, le lieu des points qu'on obtient de cotte manière 
est une courbe appelée cissoidale des courbes données par rapport au point 0. 
Or, nous démontrons, dans la deuxième partie de ce travail, que les quartiques 
bicirculaires unicursales sont les cissotdales de deux circonférences, réelles ou 
imaginaires, et qu'il existe, en general, quatre systèmes de circonférences qui 
donnent la mème quartique. 
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I. 



Sur la détermivation des ceutres d'iktersion des Cubiques circulaires. 

1. On sait que les cubiques circulaires peuvent ètre représentées par 
l'équation suivante, en prenant un point quelconque de Tasymptote réelle pour 
rorigine des coordonnées et cette droite pour l'axe des ordonnées: 

En cbangeant ensaite l'origine des coordonnées pour le point de cette 
asymptote dont Tordonnée, rapportée à l'origine primitive, est égale à -5- J5i , 
on peut ancore réduire cette équation à la forme 

{x^'\-y')x = Ax^ + Dx + Ey + F. (1) 

On sait ausai que la conditìon nécessaire et suffisante pour que la courbe 
inverse d'une cubique circulaire soit une autre cubique circulaire est que le 
oentre d'inversion coincide avec un point de la cubique donnée, qui ne soit 
pas doublé. 

Cela pose, nous allons chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les coordonnées du centro d'inversion pour que la transformée de la cubique 
considérée coincide avec la courbe primitive. 

Soient («, /3) les coordonnées du centro d'inversion, et supposons que ce 
point coincide avec un point de la cubique donnée, et qu'on ait, par con- 
séquent, 

En cbangeant l'origine des coordonnées pour ce point, en posant pour 
cela 

x = xi + aj y = yi + /3, 

on réduit l'équation de la cubique à la forme 



et des quartiques bicirculaires. 11 



En posant maintenant dans cette équatìon 

k^ xt fe*j/2 

on obtient celle de la cubique inverse: 

= {3a — A)k'xl-\'2fik' .r, y, + « A:« yj + k^ a:\ ) 
où 

En divisant cette équation par P et en égalant ensuite les coefficients 
des diyerses puissances de x^ et y, aux coefficients des mèmes puìssances de 
x^ et yi dans Téquation (2), on trouve les conditions pour que les courbes re- 
présentées par les équations (2) et (3) coincident, On trouve de cette manière 
sept conditions, mais en sont seulement distinctes les suivantes: 

P = — k% Q = E — 2aB==0. 

La deuxième équation et Téquation (T) déterminent les coordonnées {a^ j3) 
des points cherchés, et ensuite la première determino les valeurs correspon- 
dnntes de k*. 

On conclut dono que chaque cenire dHnversion, par rapport auquel la cu- 
bique est anallagmatique^ coincide avec un point d'intersection de cette cubique 
avec Vhyperhole dont Véquation^ rapportée aux mèmes axes que Véquation (1), 
est la suivante: 

2xy = E', (4) 

et que le rayon du cercle d^inversion correspondant est donne par la formule 

A;« = 3 «» + /3« — 2 .4 a — D. 

Inversementj la cubique est anallagmatique par rapport à tous les points 
dHntersection avec Vhyperbole, à Vexception de ceux dont les coordonnées an- 
nulent k\ 

On conclut aussi de ce qui précède, que les asymptotes de l'hyperbole 
considérée coi'ncident avec l'asymptote réelle de la cubique et avec la per- 
pendiculaire à cette droite menée par l'origine des coordonnées auxquelles 
réquation (1) est rapportée. 
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En posant 

et en remarquant qu'on a 

ou voit encore que les tangentes à la mème cubique aux centres d'inversion 
considérés sont parallèles à son asymptote. Cette proposition importante est 
bien connue iBasset: Ah elementari/ ireatrise on cubie and quartic curves. 
Cambridge, 1901, p. 157). 

On voit, au moyen des mèmes équations, que, si la cubique est unicur- 
sale^ l'hyperbole passe par son point doublé, mais que ce point ne peut pas 
ètre un des centres d'inversion par rapport auquel la courbe soit anallagma- 
tique. Le point doublé doit, en effet, satisfaire aux équations 

f^{x, y) = 2xy — E = 0, fy{x,y) = 0. 

On voit enfin, au* moyen des équations (1) et (4), que les centres d'in- 
version considérés sont placés sur une parabole de Wallis, représentée par 
l'équation 

Ey=^2{x* — Ax^' — Dx — F). 

2. En écrivant l'équation (1) sous la forme 



y = 



E ±\:E' —4:x(x^ — Ax* — Dx — F) 



2x 



> 



on voit ìmmédiatement que l'hyperbole précédemment considérée coupé par le 
milieu toutes les cordes de la cubique parallèles à son asymptote réelle. 

Il resulto de cette proposition que les tangentes à la cubique aux centres 
d'inversion, par rapport auxquels elle est anallagmatique, sont parallèles à 
Tasymptote réelle et que Fhyperbole passe par le point doublé de la courbe, 
quand elle est unicursale. Ces deux propriétés de la cubique ont déjà été dé- 
moutrées précédemment d'une autre manière. 

n résulte encore de la mème proposition que, si la *cubique a un point 
de rebroussementj Vhyperbole. considérée lui est tangente eti ce point, et que 
ce cas est le seul dans lequel cette hyperbole est tangente à la cubique {l\ 
à distance finte. 
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3 L'équation qui détermine les abscisses des centres d^nversìon con* 
sidérés est la suivante: 

4:{x^ — A ce' —D x^ — F (c) — E^ ==0, 

et il réBulte de ce qui précède que ses racines soni toutes distinctes^ quand 
la courbe n'est pas unicursale, puisque alors la cubìque et l'hyperbole ne 
peuvent pas étre tangentes à distance fìnie. 

Si la cubique a un noeud, elle est coupée par rhyperbole à ce point, 
en deux points distincts du précédent et à riafinJ. Alors deux des racines 
de l'équation précédente sont égales et correspondent au point doublé de la 
courbe, et deux sont distinctes; et la courbe est anallagmatique par rapport 
à deux centres d'inversion. 

Si la cubique a un point de rebroussementj elle est coupée pour l'hyper- 
bole à ce point, à un autre point place à distance fìnie, et à l'infìni. Alors 
il n'existe qu'ww centro d'inversion par rapport auquel la courbe soit anal- 
lagmatique. 

Les propositions précédentes doivent ètre modifiées quand ^ = 0. Alors 
l'hyperbole se réduit aux droites a? = et y = 0, et le nombre des points 
par rapport auxquels la cubique est anallagmatique est égal à 3, quand la 
courbe n'est pas unicursale, à 1 quand elle a un noeud, à quand elle a un 
point de rebroussement. 

Les coordonnées de ces points sont données par les equations 

x^ — Ax^ — Dx — F = Oj y = 0. 



IL 



Sur la déterbunation des centres d'inversion des quartiques bioiroulaires. 

4. Considérons maintenant les quartiques bicirculaires et supposons qu'on 
ait réduit d'abord leur équation, par les moyens connus, à la forme suivante: 

{x^ + y'Y = Ax' + By' + Dx + Ey + F', (5) 

et, en représentant par («, /3) les coordonnées d'un point quelconque, cher- 
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chions les conditions pour qu'une quelconque de oes courbes soit analiagma- 
tique par rapport à ce point. 

En changeant. pour cela, rorigine des coordonnées pour ce point, don- 
noos à l'équatioD de la courbe la forme 

(•'•! ^ yì)' + 4 (« ''•. + ^ Vi) {^\ + y]) 

= [A — i »* — 2{a* + ^')]a;* — S a 3 x,y, 

- [2 B'3-i? (a' -r ^') -h E] y, -/(«, ^), 
où 

/(.r, y ' = :.r* 4- y* * — ^ •»* — B y- — D X — E y - F. 

Pour obtenir Téquatìon de la courbe inverse de la précédente, posons 
maintenant 

k* xt k*yt 



X. 



Ou troQTe l'équation 

/■««,.'> (-'1 -r yl)' — i:* [i 2 ^ « - 4 («» + /3»j « + £>).r, 

- ( 2 B ^ - 4 '>« -f .3») (^ -f ^) y,] (x: + yj) 

^ ir* 1^ — 6 «* — 2 jS'KrJ + AMB — 6 /3» — 2 «')y,- —Bk*aQ .r. y, 

— 4 k*axt — 4 A-«/3 y, — K 

Les conditìons pour que la courbe représentée par cette équatìon coincide 
avec l'antérieure sont les suivantes; 

k* [2 ^1 « — 4 u* -t- /5M « -I- D] = — 4 a/(«, j3), 

1-*[2B3 — 4(a'-rP');S + £?) = — 4i8/(«, ^>, 

4«(«» -f fl») — 2 4 « — D= -l-p, , 

43la'^^'}-2/?^-i?=^^p 

et, comme les deux dernières équations ne sont pas distinctes des antérieures, 



et des quartiques hicirculaires. 15 



elles se réduisent aux suivantes: 

A:* = /^(«, /3), 

2 i4 a — 4 (a« + 3«) a + D = — 4 A:« a, j (6) 

2 B /3 — 4 (a« + jS») /3 + JS; = — 4 A;* i3. ; 

Nous avoDS ainsi trois équations qui déterminent les coordonnées (a, /3) 
des points par rapport auxquels la quartique considérée est anallagmatìque et 
le rayon /e* du cercle d'inversion. 

En éliminant k^ entre les deux dernières équations, on trouve la suivante : 

2 (^ ~ B) a /3 + 7) /3 — £ a = 0, (7) 

laquelle fait voir que les centres d^inversion considérés sont situés sur une 
hyperbole dont Véquation^ rapportée au mème système de coordonnées que (5), est 

2{A — B)xy-\-Dy — Ex = 0. (8) 

Cette hyperbole passe par l'origine des coordonnées et ses asymptotes 
sont les parallèles aux axes des coordonnées menées par le point 



l D , E \ 

\ 2{A—B) '^2{A—B)} 



Eu multipliant les deux dernièrs équations (6), membre à membre, et en 
(lyant ^gard à la première, on obtient l'équation 

8(.4 — 5)(a»— j6»)a/3+ [4.1J5 + 16Z>a + 16J5:/3+ 162?'J«.3 ) 

qui donne, en ayant égard à (7), 

4DE 



A-B +4F + .4gJa/3 / 



A-B' '^ ' ' i A-B ' ' J (10) 

Dono les centres d'inversion par rapport auxquels la quartique (5) est 
anallagmatìque co'incident avec les points d'intersection de l'hyperbole repré- 
sentée par Véquation 

+ 2AEx^-2BDy + ED = Q 
avec l'hyperbole représentée par l'équation (8). 
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Mais 



Les astjmptotes de chacune de ces hyperboles sont perpendiculaires Vune 
à Vautre. 

5. Tous les poìnts d'intersection des hyperboles précedentes sont des 
centres d'inversion par rapport auxquels la quartìque est anallagmatiquei à 
l'exception de ceux qui coincident avec des points de la quartique considérée, 
puisque les coordonnées de ces derniers points annulent h^. 

Soit (a, , 6^ un point d'intersection des hyperboles qui satisfasse à catte 
condition. 

On a alors 

2^«. — 4(«; + /3f)a. + Z)=0, \ (12) 

2 5/3, — 4(«J + /3Ì)|S, + J5;=0. 

-A («., /3.) =■ 2 ^ a, - 4 («J + /3I) a, + D, 
-fy («i, i8,) = 2 B/3. -4(«I + /3|) /S. + E. 

Donc (ttj, i3,) est alors un point doublé de la quartique, et cette courbe 
est, dans ce cas, unicursale. 

Inversement, si la quartique est unicursale et (a^, j3,) sont les coordon- 
nées du point doublé qu'elle possedè à distance fìnie, a^ et /S^ satisfont aux 
équations (12); et, par conséquent, à l'équation qui en resulto: 

2{A — B)a,B, + D^, — Ea, = 0. (13) 

Donc le point considéré est situé sur rhyperbole représentée par l'équation (8). 

En multipliant les dernières équations (12) membro à membro et en ayant 
égard à la première et à (13), on voit que a, et /S^ satisfont aussi à l'èqua- 
• tion (11). 

Nous avons donc le théorème suivant: 

Si la quartique considérée est unicursale, les hyperboles (8) et (11) paS' 
sent par le point doublé qu^elle a à distance finie. En tous les autres cas 
les points dHntersection des deux hyperboles sont différents de ceux de la 
quartique. 

6. L'analyse qui précède doit ètre modifiée quand D = ou jE? == 0, 
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c'est-à-dire, quaod la quartique est symétrique par rapport à Ywxì des axes 
des coordonnées. 

En supposant 2) = 0, la deuxième des équations (6) se decompose dans 
les deux suivantes: 

a =0, A — 2 (a« + /3«) -= — 2 k\ 

A la première équation correspondent trois valeurs de /3 données par 
Téquation 

et, par conséquent, trois centres d'inversion par rapport auxquels la quartique 
est anallagmatique, si elle n'est pas unicursale. Un de ces points est réel et 
les autres peuvent ètre réels ou imaginaires, et ils sont tous placés sur l'axe 
de la courbe. Si la courbe est unicursale le nombre des centres d'inversion 
considérés se réduit à deux. 

La deuxième équation n'est pas corapatible avec les autres équations du 
système (6) que dans le cas où Ton a 

Mais, dans ce cas, en éliminant F entre cotte équation et celle de la 
quartique considérée, on la réduit à la forme 

[2 (x* + y') — A] sjB—~~À ± [2 (A — B)y — E]=0. 

La quartique considérée se réduit donc alors à deux circonférences qui 
66 coupent en deux points de la droite représentée par l'équation 

2{A~B)y'-^E, 

et ce système de circonférences est, par conséquent, anallagmatique par rap- 
port à tous les points de cotte droite. Ce résultat s'accordo avec colui que 
donne immédiatement la Geometrie élémentaire. 

On considero de la mème manière le cas où JSJ=0. 

Si on a il = £, l'équation |^7) se réduit à la suivante : 

7) /? — £ a = 0, 
et Téquation (9) à la suivante: 

4 [^' + 4 (D « + J5 /3) + 4 i^] a /3 
— 4 (D p + i? «) (a« + p«) + 2 ^ ( £ « -f D p) + jE; 7) = 0. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. 3 
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En élirainant p entre ces éqùations on trouve 

La quartique est dono anallagmatique par rapport à trois centres dMn- 
versìon, si elle n'est pas unicursale, et ces poìnts sont situés sur la droite re- 
présentée par Téquation 

Dy — Ea: = 0. 

Si la quartique est unicursale les centres d'inversion considérés et le 
point doublé qu'elle a à distance finie sont situés sur cotte droite et le nombre 
de ces centres est égal à deux. 



III. 



Sur une manière de construire les quàrtiques bicirgulaires un^cursales. 

7. Nous allons considérer maintenant, en particulier, les quàrtiques 
bicirculaires unicursales pour donner une méthode très simple pour les con- 
struire, qui, suivant nous le croyons, n'a pas encore été remarquée. 

Prenons deux circonférences C et C et sur la première un point 0. Me- 
nons ensuite par ce point une droite arbitraire 0^ et soient B le point où 
elle coupé la circonférence C ei E et E' les points où elle coupé C\ Pre- 
nons ensuite sur la mème droite, à partir de 0, deux segraents -4 et Ag 
respectivement égaux à OE — OB et OE' — B. Cela pose, le lieu géo- 
métrique des positions que prennent ^ et ^,, quand OK varie, en tournant 
autour de 0, est une quartique bicirculaire unicursale. 

Soient, en effet, l'origine des coordonnées, (a, P) les coordonnées du 
centro de C, (a, b) celles du centre de C", J? le rayon de cotte dernière cir- 
conférence, p^ le segment 5, />, les segments OJ^ et 0J5/', p les segments 
OA et A^ et 6 l'angle forme par OK avec l'axe des abscisses. L'équatìon, 
rapportée aux coordonnées polaires, de la circonférence C est 

p^ = 2 (a cos ff + /3 sin G)j 

et celle de la circonférence C 

pi — 2 (a cos 5 + J sin 6) pt = R^ — a' — b*. 
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Nous avons dono 



p =: a C08 ff + 6 sin 5 ± v (a cos5 + isin Of + R\ 

— 2 (a cos ff + i3 sin fi), 
oii 

JB! = i2» — a' — 6«; 

et par conséquent 

[p + (2 a — a) coB fi + (2 5 — ft) sin fi]* 

= (a cos fi + J sin 6y + J?,' , 
cu, en posant a; :=:= p cos fi, y = /& sin 9^ 

[(a;. + y^)t + (2a-a)a:+(2^ — i)y]' = (aa: + 6y)' + 12!(a;' + y«), 

ou enfin 

(a;t + yt)2 + 2 [(2 «-a)x + (2/3—6)!/] (^' + y«) \ 

= (4 a « — 4 a* + IZì) ic* + (4 ò /3 — 4 /5* + BJ) y« j (14) 

4" 4 (a /3 + 6 a — 2 a jS) a: y. ] 

Cette équation représente une quartique bicirculaire unicursale. Son 
point doublé coincide avec le point 0, et il resulto de ce qui précède que 
ce point est un noeud réelj quand les circonférences C et C se coupent, un 
point de rebroussement quand elles sont tangentes, et un point isole quand 
elles n'ont pas des points communs. Il resulto aussi de la construction prece* 
dente que les tangentes à la quartique au point doublé passent, dans les deux 
premiers cas, par les points communs aux deux circonférences. 

8. Le système de. deux circonférences qu'on vient d'employer pour 
construire la quartique représentée par Téquation précédente, n'est pas unique. 
En remplaQant, en efFet, dans l'équatiòn antérieure d'abord a par — a, i par 
— by et ensuite a par a — a et /3 par /3 — 6, cette équation ne change pas; 
et, par conséquent, il existe un deuxième système de deux circonférences, 
rune ayant pour centro ( — a, — b) et passant par l'origine des coordonnées 0, 
et Tautre ayant pour centro (a — a, (ì — b) et pour rayon i?, qui, quand on 
lui applique la construction précédemment considérée, mènent à la mème 
quartique. 
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Nous réprésenterons le premier système de circonférences qu'on a con- 
siderò par Ci et C ,, le deuxième par C* et C ., et nous ferons voir bientót 
que la mòme quartique peut ètre encore considérée cornine la cissoidale de 
deux autres systèmes de circonférences imaginaires (C,, C ,> et ìCìj C\ì. 

d Nous allons étudier maintenant la question inverse de la précédente, 
e\^st-à*dire, nous allons voir si tonte quartique bicirculaire unicursale donneo 
peut ^ire oonstruiie par la méthode qu'on vient d'indiquer. 

Pour résoudre cetre question, je remarque d*abord que réquaiion de tonte 
quartique bicirculaire unicursale peut ètre réduite a la forme suivante, en 
prenani le point doublé qu'elle possedè à distance finie pour l'origine des 
coordonnées : 

i 15i 

et que les conditions pour que la courbe représeniée par cetie équaiion coin- 
cido avec la quartique représentóe par (14> som 

2« — a = m^ 2,i — è = ii, 

4 rt Jt — 4 jt- - Bl := J, 

4 ?» i — 4 « - ff = (\ 

4 :J i — r « — 2 a .i> = i>. 

Or òes èouations doi:ner:, en éjirì:rant * et i d-^r.s >s irois demières 
iu iscyerì dt>s àeux prenv.èrvs, 

j- -»--/?! ^-^ A. :• — M» -^ i?; = C 2 ^t» 5 — « 1 = R K 



A 



j — «V i = ~ : -%\. ^IS 
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^i = \ [»»' + »» + ^ + C - (a* + 6')], (19) 

B* = ^ {m* + n' + ^ + C + a' -f b% (20) 

Nous avons ainsi cinq équations qui déterminent les quantités a, &, a, /3, 
i2i et 2?, quand m, n, Ay Bj C sont données, et lesquelles font voir que la 
quartique (15) peut ètre considérée, de quatre raanières différentes, cornine la 
cissoidale de deux circonférences, réelles ou imaginaires, par rapport à un 
point situé sur une de ces circonférences. 

10. Il nous faut maintenant exarainer si les circonférences précédentes 
sont réelles ou imaginaires. 

L'équation (16) donne pour a' deux valeurs positives et deux valeurs 
négatives; et par conséquent pour a deux valeurs réelles, égales et de signe 
contraire, et deux valeurs imaginaires; l'équation (17) détermine ensuite les 
valeurs correspondantes de b. Nous avons ainsi les coordonnées des centres 
des quatre circonférences d, C?, C z et C^, qui sont deux réelles et deux 
imaginaires. 

Les équations (18) déterminent ensuite les coordonnées des centres des 
circonférences correspondantes C,, C,, C^ et C4, qui sont aussi deux réelles 
et deux imaginaires. 

L'équation (20) détermine enfin les rayons des circonférences C',, C'?, 
C 3, Ci et fait voir que ces rayons sont réels quand 

m« + n« + ^ + C + a« + 6« > 0, 

et imaginaires dans le cas contraire. 

On conclut de ce qui précède que, quand cette dernière condition est 
satisfaite, existent deux systèmes de circonférences réelles (Ci, C\\ (Cg, C?) 
au moyen desquelles on peut construire la pratique (15) en employant la mé- 
thode considérée au n.° 7. Les centres de ces circonférences sont situés sur 
une droite qui passe par l'origine des coordonnées, à égale distance de ce 
point. Les deux autres systèmes de circonférences (C3, C3), (C4, d) sont 
toujours imaginaires. 

11. Les coordonnées des centres des circonférences imaginaires dont 
la quartique (15) est la cissoidale peuvent ètre déterminées de la manière 
attivante. 
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Soit ag une deB racines réelles de l'équation (16 1 et bi^ a^ /3i, R' les 
valeurn correspoiidantos de fc, a, /5, B. 
(Jn prmant dans cette équation 

w = 2 «, — a, , n:=2^i — &i , 
A^ia,a, — 4a] + B' — (ai + ij), 
C-^ 4 J. /3. — 4 ^J + B'« — (ai + 6f), 

^ r= 4 (a, /3, + J| a, — 2 ce, 5.), 

on obtìent la suivante: 

a' — (a\ — b])a' — a\bl = 0, 

qui donne pour a les quatre valeurs 

a = db ai , a = db 6j t. 

Les quatre valeurs correspondantes de b sont 

J=— =-±Ìi, i z=i: x ai /, 

a 7 17 

et celles de a et /3 

a--r= 2 (2a, — aO— 2 èiS /3 = ^ (2/3, — 6,) + ^ ^' *"^ 

a.- J (2a,-a0+|6it, e=|(2/3.-60-|a.t, 

«:— a, , ^ = /3,, 

« = a, — a, , /3 = j8i — 6, . 

Les valeurs correspondantes de 72* sont données par l'égalìté 

JB« = B'« — (al + èf), 

quand a= ± òit, et par le formule 
quand a = ± ai . 
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Les coordonnées des centres des circonférences imaginaires Cs et d sont 
dono 

[-l(2a,-a.)-y6it, 1(2/3,- M + ~a.ì], 

[|(2«,-a.)+ jèi», |(2i3,-M-4««*j^ 

ceux des circonférences d et C\ sont 

(èli, — a, t), {—h,i^ ait)j 
et les rayons de ces deux dernières circonférences sont égaux à 

R''-{a\ + b\). 

12. Entro les positions des centres des circonférences C,, C,, C \ 

et C\ et des foyer s de la quartique considerée, qui résultent de l'intersec- 

tion de ses asymptotes, il existe une relation que nous allons indiquer. 

Chercbions les asymptotes de la courbe au moyen de la méthode connue. 

On trouve 

y=z±ix-{-u^ 

où n représente une quantité donneo par Téquation 

u' — {mt — n)u+ ^-{A + Bi—C) = 0. 

Or, cotte équation donne, en y remplagant m^^nj Ay Bj C par leurs va- 
leurs en fonction de cfi, 6,, «i, /3i et en la résolvant ensuite : 

Les équations de asymptotes cherchées sont dono les suiyantes: 
y = ix+ y [(2ai~a,)/ — (2j3i — fti) + bt — a,i]j 

y = — ix + -- [— (2a, — fl,)t — (2j3. — 6.) + fc, + a,t], 
y = ix -\- — [(2at — a,)» — (2/3, — é,) — *« +0i»]- 



y 



= — jaj+ 2 [-(2«. — a.)t — (2/3.-&,) — 6. — a.t]. 
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Or ces droites se coupent en quatre points, deux réels et deux imagi- 
iiaires, qui sont les foyers singuliers de fa quartique, et dont les coordonDées 
sont les suivantes: 

{— «M — i5i), (a, — a,, 6, — /3|), 

[|(a,-2aO--|6.i, 1 (6, -2/3.) + A a, f]. 

On en conelut que ces foyers sont situés sur les droites qui passent par 
le point doublé de la quartique considérée et par les centres des circonférences 
Ci, C,, C:,, C, et que les distances de ces foyers au point doublé sont res- 
pectivement égaìes aux distances des centres au mcme point. 

13. En cherchant le vecteur du milieu de la corde A Ai (n.^ 7) de la 
quartique considérée, qui passe par le point doublé 0, on trouve, en le re- 
présentant par ps, 

P3=|(OJ + O^0, 

et par conséquent (n.^ 7) 

^3 = a cos fi + i sin 5 — 2 (a cos fi + /S sin 6). 

Cette équation représente donc, en coordonnées polaires, le lieu géomé- 
trique du milieu des cordes de la quartique, qui passent par son point doublé. 
L'équation qartesienne du mème lieu est la suivante : 

«;• + !/• — (a — 2 a) a: — (6 — 2 i8) y = 0. 

Donc : le lieu géométrique du milieu des cordes qui passent par le point 
doublé d^une quartique bicirculaire unicursale est une circonférence^ qui passe 
pay le point doublé. 

Les coordonnées du centre de eette circonférence sont 

Xi = — a — aj y,= jb — p, 
t son rayon est égal à -^ ^/(a — 2 «)« + (6 — 2 /3)*. 
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14. Il résulte immédiatement de la définition de la circonférence, pré- 
cédemment considérée, comme lieu du milieu des cordes de la quartique qui 
passent par le point doublé 0, que les points oìi elle coupé la quartique coln- 
cident ayec les points de contact des tangentes à la mème quartique, menées 
par le point 0. 

Nous ajouterons à ce qui précède que les tangentes considérées peuvent 
ètre tracées d*une manière très facile, puisque il résulte immédiatement de la 
méthode donneo au n.® 7 pour construire la quartique qu'elles coi'ncident avec 
les tangentes à la circonférence C menées par le point doublé 0. Elles sont 
dono imaginaires quand le point est situé à l'intérieur de la circonférence 
considérée et réelles dans le cas contraire. 

On peut encore obtenir ces résultats analytiquement, en les déduisant de 
Téquation de la quartique, mise sous la forme 

[a:« + y« + (2a-a)rc + (2/3 — 6)y]« 

= (2?* — 6») x^ + (B* — a*) y* + 2 a 6 rr y. 

Cette équation indique, en effet, que la circonférence doni Téquation est 

a:« + y« + (2a~a)a? + (2i8 — ò)y = 

coupé la quartique aux mèmes points que les droites représentées par l'è- 

quation 

(72* — J») a:» + (1? — a«) y« + 2 a 6 a: y = 0. 

Or ces droites sont tangentes à la circonférence C, dont l'équation a été 
écrìte au n.^ 7, passent par l'origine des coordonnées et sont réelles, quand 
a' + 6* > J?*, et imaginaires dans le cas contraire. 

15. Considérons, pour faire une première application de la doctrine . 
précédente, la courbe définie par l'équation 

' («^ '\ yy = f'x' + 9' y*, 

laquelle fut étudiée par Boote en son Treatrise on sonte new geometrical me* 
thods (London, 1877, t. II, p. 163), où il lui a donne le nom de lemniscate 
elliptique (*). 

On a alors (n.^ 9) 

A = p, B = Oy C = g\ m = 0, n = 0, 

(') Voyez aussi notre : Oeometria de las Cwvas notahles, tanto planas coma alahiadas^ . 
publié par l'Académie des Sciences de Madrid (p. 118). 
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et par conséquent a est déterminé par réquation 

a* — iP — 9') «* = 0, (21 ) 

qui dontie 

a = 0, a = ± \!P — g\ 

À la première solution correspondent les valeurs suivantes de ò, B% a 
et /3, données par les formules {K) et (18) : 



1 



Donc : s/ on a ^f* > /"*, // existe deux systèmes de circonférences réeìles 
{Gij C\) et (Cj, C\) telles que la courbe ccnsidérée est une cissoidale de 
chaque système par rapport à Vorigine des coordonnées. 

Les coordonnées des centres de ces circonférences sont 

[« = 0, /3 = ± js.y^=7J, [a = 0, b = ±^Y-fj, 

et les circonférences Ci et C, passent par l'origine des coordonnées et les 
rayons des autres sont égaux a g. 

Les centres des circonférences C, (d C\ sont donc situés sur l'axe des 
ordonnées et cotncident avec les foyers de VeUipse 

doni la lemniscate elliptique est la podaire. 

Les centres des circonférences C, et Ct sont aussi situés sur Taxe des 
ordonnées et les distances de ces points à l'origine sont égales à la moitìé 
des distances des centres de C\ et C\ au mème point. 

Aux autres solutions a^=±\jf* — g'^ de Tequation (21) correspondent 
les valeurs de 6, R\ «, /3 suivantes: 



i=0, R^ = f% a=^ f^-g2^ /3 = 0, 



2 



qui sont réelles quand f^'>g^' 

Dans ce cas Ics centres des circonférences réelles des deux systèmes dont 
la quartique considérée est une cissoidale sont situés sur l'axe des abscisses; 
ceux de C\ et C , coi'ncident encore avec les foyers de l'ellipse dont la quar- 



• - _ - «II"", f .. ^"x 
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tìque considéréé est la podaire centrale, et ceux de C| et C2 divisent eh Aeui;. 
parties égales les segmenta de cet axe compris entre les précédents et Tori- 
gine des coordonnées. s 

16. La courbe représentée par l'équation 

à laquelle Bootk a donne (1. e.) le nom de lemniscata hyperbolique peut'ètre 
étudiée de la mème manière. 

Olì trouve ainsi pour a, fc, ??*, a et /3 les yaleurs 



auxquelles correspondent deux systèmes de circonférences imaginaires, , et lea 
valeurs 



* • 



a=:±^if^ + f, 6 = 0, R^=f^^ a=±~^lf^ + g% /3 = 0, 



2 

auxquelles correspondent deux systèmes de circonférences réelles de chaqu*Tin 
desquels la quartique est une cissoidale. Les centres des deux circonférences 
{C\ , C\) coincident, comrae dans le cas antérieur, avec les foyers de l'hy- 
perbole dont la lemniscate hyperboliqne est la podaire^ les autres deux divi- 
sent les distances de ceux qui précédent au centro de la courbe en deuX' 
parties égales. 

Quand f^ = g^ la courbe considéréé coincide avec la lemniscate de Bernoulb\ 
et on voit dono que colte courbe est la cissoidale des circonférences dont 

les centres sont {f^2, 0) et (y/v2, o], ou (— /'^/2, 0) et (— /"v2, 0), 

par rapport à l'origine des coordonnées, le rayon de la première circonférence 

étant égale k f et celui de l'autre à — /'y2. 

17. Nous allons faire la dernière application en considérant le limagon 
de Pascal^ dont l'équation est 

ou 

(xt + y^f — 2k{x^^y')x = {h} — h^) 7? + /*« yK 
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On trouve alors, au moyen dee formules {K) et (18) da n.^ 9, en y 
posant 

A = h*~k\ 5 = 0, C=h\ m = — k, n = 0, 
les résultats suiyants: 

a = 0, =0, R* = h^j a = — 4*, i3 = 0. 

Donc : le limagon de Pascal est la cissoidale de deux circonférences par 
rapport à Vorigine des coordonnées. Le centre d'une circonférence catneide 
avec cette origine et son rayon est égal ah; les coordonnées du centre de 

Vautre circonférence soni (« = — -^ k^ i8 = 0) et son rayon est égal 

Quand h = kj on a la cardiòide. Alors les deux circonférences, qu'on 
vient de considérer, sont tangentes. 

L'équation de la circonférence qui est le lieu du milieu des cordes da 
limagon, qui passoni par son point doublé, est 

■ 

re* + y* — kx = 0. 
I Cette circonférence est donc symétrique par rapport à l'axe des ordon-» 

nées de celle de centre f — _ A:, OJ, qui fut précédemment considérée. 



Contributo alla teoria degli infiniti. 



(Di Ettore Bobtolotti, a Modena.) 



I 



risultamenti contenuti nella Memoria col titolo : Sul limite del quo- 
ziente di due funzioni^ stampata nel tomo Vili, serie III di questi Annali^ 
ci danno dei criteri per la determinazione della rapidità relativa di crescenza 
di due funzioni reali della variabile reale a:, infinite entrambe nel punto 
a; = + cx>, finite, continue, derivabili in tutti i punti a distanza finita di un 
intorno (Xo • • • + oo). 

Se invece di funzioni delle variabili continua x si debbano mettere in 
riscontro funzioni reali della variabile discontinua n, non sarà possibile ap- 
plicare quei risultamenti senza prima costruire, mediante interpolazione, fun- 
zioni continue e derivabili che, nei punti a: = n, coincidano con le proposte. 
Determinata poi la rapidità relativa delle funzioni così formate, si dovrà as- 
sumere questa, come misura di quella delle date funzioni. 

E palese la difficoltà che presenta l'applicazione di un tal metodo, al 
quale si potrebbero, anche dal punto di vista puramente logico, muovere ob- 
biezioni non trascurabili. 

Il metodo diretto consiste nello stabilire per le funzioni di variabili di- 
screte /"(w^ definizioni e leggi di calcolo che, quando « rappresenti l'ordine 
di un insieme lineare numerabile [.t^], sieno indipendenti dal concetto di lun- 
ghezza del segmento (oTn . • «^n+Oy e che si riducano alle definizioni ed alle 
leggi di calcolo usate nelle analisi delle quantità continue, col supporre i seg- 
menti {Xn,... Xn^^) infinitesimi. 

Così si fa appunto quando, con tacito accordo, si ammette di desumere 
la conoscenza delle rapidità relative di crescenza di due funzioni f{n)j f (n) 

dall'esame del comportamento assintotico, per n = oo, del quoziente ^-'^ > e 

si applicano per le funzioni della variabile discreta n le definizioni di egua- 



;^j^,i^0^j0fPii' '7** mn^yi tmi tiLt. Aorfa 



^f^KÌ^^- -^ ;»in#*^;M»*v '^^ffifiitiu* flPArf^ -ti^- ?«• lyifé animi iwm» i' j m i^ 



• f 

• 



5rr **- 






rr'^rf^ ;n^|>1i^^r'* /♦Am*» fMr'^VfS^ a\ | TfC, * fan^rioni <tóU Tariftòiie con- 

•^ f>Ai 'Ar^it^\^M^fti^ f*\s^ »i^no '4M4if3rfWn^, Ift condizioni <ii «^.aaonxxità e 

f. r> irs»»fVS»trt^^f)»A 4f /'p'^l AhA ari f>#AA{^ AAt m^/*4i ordinj»riy «tuiiìare le reìa- 
/l'rn» .■>'."*'Wi^'rfi^hA fr» >l ^jr>A'/iAAfA 4aiIa fnn/ioni ^ <i|nMlo ddlft deriTare e ri- 
^f //trri" t'ùiM)^ ^A/friA^ry^/»r»fA j,ih f»orMt» ^ prAti>,^m^nt^. pih efficaci, per la 

Hf^ ni HniiiUHfi fftnift hf finito pf intìffalfi ffudlo dHla funzione sempre ere-- 
^H'hIo • (//, l'nrflln^ fll ìnflnilo iffl fi^nn(f di OaI/'cht; della funzione mùno^ 
hniH ('dì /i du/n dal lintilf* dfil do/ffdo rapporto: 

r J 



1*1 'Mf Munì'.!, '.' vi.Hio I. IV. |ritc. VKI. (ifr. /iiirlin Moiuci., LvodHi sur les sénes 
I ' •? /M*»^/v I» i.j HI n II ini-t Niilfv. Sitllit tli'tonninfiiìimo {h'lC()rdine di infinito, hXH 

\.'.' »Ji' ili M'*'!"»!'^, un. lui» (|««| V'' IU!»I7.M \W\, 
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L'applicazione di questo teorema ad alcuni esempì ne mostrerà l'utilità 
pratica per la determinazione dell'ordine di infinito di funzioni trascendenti. 

Il teorema enunziato e l'estensione al caso in cui il limite di quel doppio 
rapporto non esista, e convenga considerarne i limiti superiore ed inferiore di 
indeterminazione, sarà esposto nel § IV insieme con altri teoremi che danno 
modo di ricavare la conoscenza del comportamento assintotico del quoziente delle 
derivate da quella delle funzioni; mentre nel § V tratterò specialmente della 

relazione lim ^^^"^^^ =: lim \f{x)\'. 

W=00 / V^) 08=00 

L'argomento della presente Memoria potrebbe trovar posto nelle prime 
lezioni del corso di calcolo, e per questa considerazione ho posto cura spe* 
ciale nel metodo e nella esposizione, che volli rendere il piti che fosse possi- 
bile, facili ed elementari. 

A questo riguardo posso dire che, tolto ciò che didatticamente può sem- 
brare superfluo, sarà possibile introdurre nell'insegnamento la maggior parte 
dei risultamenti contenuti in questo scritto (*), e ne verrà così spianata la 
strada per la rigorosa trattazione di argomenti importanti e difficili di ana- 
lisi infinitesimale. 



§1. 



Teoremi dello Stolz. 



1. Teorema. Sieno f{x)^ y(a:), funzioni reali della variabile reale a?, 
finite e ad un valore in tutti i 'punti a distanza finita di un determinato in- 
torno (aJo . . . + oo) dell'infinito. La y {z) sia ivi sempre crescente ed infinita 
per a; = + cx>. Sia k il limite superiore di indeterminazione per a; = + cx> 
della espressione: 



f{x-\-h)-f(x) 

<f{x + h) — 9 (a?) 

h positivo^ indipendente dalla x, 



(1) 



(*) Ne feci quest'anno l'esperimento. 
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$i VHoU fu*or(ir« ch$ il limite superiore di indeteì^nazione della espres- 



sione 



fjx) 



(2) 



non ^ magffiore di k\ 

Eli infatti, ad ogni numero positivo e potremo coordinare un numero po- 
sitivo X| tale ohe 

f(x-\-h)-f(x) 



x>ar., 



cioò 



?(x + A) — 9(;z:) 



<Jc'+€, 



ap>A, !/(x + A)— /(a:) I <{k + e)ioix + h) — <f(x)^ 



ed anche: 

'>^.) I [/(^ + A)|-|/(a:)| j <{k + e)\<f{x + h)-f{x)\. 
Di qui, qualunque sin il numero intero positivo py 

*.>^M \\f{x + ph)\-\f{x)\\ <{k + i)\<f{X+ph)-<f{x)\. (3) 

Sieno ora r, x,, due numeri qualunque soddisfacenti le condizioni 

a: >x., Xi >x+ A. 
Determiniamo il numero intero p con la condizione 

(p+l)h>x,~x>phy (4) 



ed avremo 



i/<'.)i-iA»)i ; < I i/(*.)i-'/a^*-pA)i 



+ \f{r,-ph)\-\f(x) 



+ 



da cai, tenendo conto delle (3). 



— j(T.— pA-l-r ;Ax. -;)/i)i-|A^)| ;. 
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Osservando che, per la (4), 

x<Xi — p h<ix -\- h 
vedremo che 

y(xi — pA)>T(a;); 

ed, indicaodo con D l'oscillazione della funzione \ f{x) \ nel trailo {x,... x -\- A), 
avremo : 

x>x,, x,>x-{-h, \f{x,)\-\f{x)\ <(A;+ e) |y(x.) — *(«)!+ Z). (5) 



Di qai: 



«>«!, *1 >« + /«, 



+ (A; + 1- 



?{Xl) 



f(x) 



+ 



+ 



D 



(6) 



? (^0 ) ? o^o 



Ricordando ora che lim y (x) = + ^ vediamo che, comunque il punto x 

ed il numero positivo e eieno scelti, sempre è possibile determinare un numero x' 
tale che sieno contemporaneamente soddisfatte le condizioni 

fix) 



Xi>_x' 



si ha poi sempre 



(f{Xi) 



<h 



D 



<«; 



avremo dunque, dalla (5), 

Xi > x' 
e ciò prova l'enunciato. 



x,>x, 0<^f^<l, 



?(a?i) 



< i + 3 e, 



2. Corollario, 5e es?5fe ed è eguale allo zero il limite per a; = + oo 
della frazione f , f \ - » esiste ancora ed è equale allo zero il limite 

' ^(x + h)-'(f(x) 

del quoziente -W • 

La nostra ipotesi infatti equivale a supporre k = nell'enunciato pre- 
cedente. 



3. Osservazione I. La dimostrazione fatta non può darci nessuna indi- 
cazione sulla rapidità relativa di evanescenza delle espressioni ^^1), (2). 
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4. Osservazione II. La condizione, per gli accrescimenti finiti hj di 
essere costanti, non è essenziale. 

Facilmente si vede che il teorema ed il corollario sussistono anche se la 
costante positiva h si sostituisce con una funzione h (x) finita in ogni punto 
a distanza finita e tale che ogni successione della forma 

X^ =^ X + h (X) j . . . y Xn = Xn-i + h (O^n-f) j • • • , 

vada all'infinito sempre crescendo, per ti = -|- oo. 

5. Teorema 2. Siatio f^x)^ o (rr), funzioni reali della variabile reale Xy 
finite e ad un valore in tutti i punti a distanza finita di un determinato in- 
torno dell'infinito. La ^ (jx) sia ivi sempre crescente ed infinita per x= -{- oo. 

Sia l il limite inferiore di indeterminazione^ per a: = + oo, della espres- 

sione — 7^^-| v fx > ^ positivo indipendente dalla x. 
9(x + A) — 9(x) ^ ^ ^ 

Si vuol provare che il limite inferiore di indeterminazione del quo- 

f(x) 
ziente ^-Vr-» won è inferiore ad l. 

Ed infatti, coordiniamo al numero positivo e, un numero Xg tale che 

cioè 

.'c>ar., f{x +h) — f[x)>{l — t)\^(x + h) — (f{x)\, 

per ogni p intero, positivo avremo : 

a: > r, , f{x -t- p h) —f{x) >{l--e)\(f{x -\-ph) — (f (x) \. 

Siene ora ar, r, due numeri soddisfacenti le condizioni ir>rr, + /', a?,>rr, 
ed indichi D la oscillazione della /(z) nel tratto (ar — A,... a:), avremo, in 
modo analogo a quello tenuto al teorema precedente: 

/(X,) -f(x) >(/ - e) I 9 (a:0 -^{x)\ + D. 
Di qui: 



o 



?(^0 -^9(^0^^ ^r rix7)s 9(^0" 
Scegliamo ora un numero x' abbastanza grande perchè: 
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ed avremo: 



e ciò prova il teorema. 



— 9 (Xi) 



6. Osservazione L Per la quantità positiva h può ripetersi quanto s' è 
detto al n.^ 4. 

7. Osservazione IL Se i>0, le differenze f{x-}'h) — f{x) sono, da 
un determinato valore di x in poi, tutte positive, e cioè anche la f{x) è sempre 
crescente in un determinato intorno di + <x>. 

8. Corollario. Se l= + <x>, si ha lim t!yf,A3::zf^ ^ . o^ ed 

x=z+oo ? (^ + A) — ? (^) 

il teorema or ora dimostrato dimostra che anche il quoziente ^-^ ammette 

limite e che questo è := + oo. 
Sia poi 

lim >^^+ÌhlA£l = _ 00 

Fatto 

F{x)=-f{x), 

ne verrà: 

lim F{ x-VK)^F{x) _ j.^ /^(^ + A)~/(^) _ 

a:=+oo ? (.?? + A) — ? (^) ar=-f 00 ? (O? + A) — (p (r) •" 

e sarà anche lim — >^ = + <x>, cioè infine lim *->P- = — oo. 

a?=oo ? (.'^) ar=oc ? (.^) 

Possiamo dunque enunciare la proposizione seguente: 
Le f(x\ (f{x) Steno funzioni reali della variabile reale x, finite in ogni 
punto a distanza finita di un determinato intorno (a?o . . . + <x>) « /a y inoltre 

sia sempre crescente ed infinita per a; = + oo, se il quoziente f J^ J ^ -v 

è infinito e determinato di segno per a? = + <x>; anche il quoziente -—— am- 
mette limite per .r = + ^j ^^ ^ questo eguale al limite di 

f(^ + h)-f{x) 
<p (a? + A) — 9 (x) 
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9. Osservazione analoga a quella fatta al n.^ 3. 

10. Teorema 3. Sieno f{x),(f{x) funzioni reali della variabile reale rr, 
jifiite e ad un valore in tutti 'punti a distanza finita di un determinato in- 
tot'Ho (aro , ... + <x>), la f (x) sia ivi sempre crescente ed infinita per x = + oo, 

se la frazione 

f(x + h)-f(x) 



? (a? + A) — ? (a?) 



(7) 



dove h è una costante positiva, ha pgr z^ -\- <x> limite determinato X, an- 
che il quoziente 

f(x) 



?(x) 



(S) 



avrà per a: = -f ^ limite determinato^ e sarà questo eguale a "L 

La dimostrazione è già stata fatta nei casi di X = 0, i = + oo, X = — oc. 

Se X non è eguale allo zero, da un determinato valore di x in poi, le 
differenze f{x + h) — f{x) Aynumo tutte lo stesso segno e ninna di esse sarà 
nulla. 

La funzione f{x) sarà dunque sempre crescente, o sempre decrescente. 

Poniamo: F=f se la /'è sempre crescente, F = — /* se la f h sempre 
decrescente. 

Sarà la F {x) in ogni caso una funzione sempre crescente, in un deter- 
minato intorno dell'infinito, e le differenze F {x -\- h) — F {x) saranno tutte 
positive, e cioè sarà 



F{x + h)— F(x) 
9(07-}- A) — 9(0?) 



_F{x + h)—F(x) 
9 (0? + A) — 9 (o?) 



Se scriviamo 



;r=oo 9 (^ + *) — ? (^) 



avremo 

X, = X, se /{x) crescente 

Xi = — X n » decrescente. 
Ma si ha: 



(10) 



x=+c/ 9 (.T + A) — <p (ic) x=+«. <f (OS i- h) — <f (x) " ^ ' 
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dunque 



lim 8up. 






< Xi , lim inf. — 7-T>Xi. 



(12) 



Si osservi ora che y essendo per ipotesi >.| >> , la condizione 

lim — r^>'ki esclude che F(x) assuma valori negativi in ogni intorno di 

-j- oo : e cioè : Se la f(x) è crescente, dovrà essa per x abbastanza grande^ 
diventare e conservarsi poi sempre positiva^ se decrescente negativa. 

Escluso che la F possa diventare negativa, in un determinato intorno 
di + cx), rimane provato che 



lim sup. 



=+00 



F(x) 



= lim sup. — 5-f 



onde dedurremo dalle (12) 



=+00 ? {X) 



Sia ora f{x) crescente^ avremo F = fj ^i = X, opperò 

lim <-^ = hm — ^ = 5^- 

x=+oo9(^) xz=x ?(^) 

Sia invece la f{x) decrescente^ avremo F = — /) X4 = — X, 
In ogni caso è dunque provato il teorema. 



(13) 



(14) 



§ n. 



Lemmi biquardanti la teoria belle funzioni di variabili discrete. 



11. Indichi {Xf^ un insieme numerabile di punti dati in modo qua- 
lunque sul piano della variabile complessa, e sieno Y(a;n)j ?(^n)) funzioni reali 
finite e ad un valore in tutti i punti Xn • La successione [f {Xn)\ inoltre, tenda 
per n = oo all'infinito, sempre crescendo. 
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Poniamo 

Poiché le differenze o(xnhi) — i^i^n) sono tutte maggiori di zero, scri- 
Teremo l'identità 

Osservando che, per le ipotesi poste, le y [Xn) sono, da un certo indice 
in poi, tutte maggiori di zero, possiamo anche scrivere : 

f (XnM) ^ larn + O — y (Xn) ^ {Xn)=p {Xn) \ ? (OTnfi) — ? ^Xn) | (16) 

e da questa ricaviamo le relazioni identiche : 

j. (T. h) - <P (OTn) =^ ^ ^•'";;^~ J ^^"^ I p (Xn) - ^ (^n) } (17) 

+ ^ar„^.) - ^ (Xn) = ^^'""^'("/^"'"^ • 1 /» (^n) - -^ (Xn+.) 1- ^ (18) 

nelle quali le quantità fM- ?(''") , 9 (^nf .) - 9 (Xn) ^ ^^^^ j^j^^ 

12. Dall'esame di queste relazioni si ricava subito la proposizione se- 
guente : 

Teorema I. Le funzioni reali f(Xn)^ f{Xn\ sieno finite e ad un valore in 
tutti i punti Xn{n = lj 2, 3...) di un determinato insieme numerabile; la 
f (Xn) al tendere di n all'infinito^ vada alVinfinito sempre crescendo, ed il 

quoziente \p (Xn) = 1 * . » per i valori di n maggiori di un determinato nu- 

mero JV, sia monotono; 

se ^ IXn) è non ileercsccnie, si avrà : 

n>N, p{Xn)>A{^n^i)>^{^n)] (19) 

se ^(Xn) è non eri^nconle, si avrà: 

n>N, p(Xn)<^{Xn^i)<^{Tn). (20) 

1 3. Corollario. Se la ^ {Xn)y nelle ipotesi deWennnciato precedente, è 
non decrescente ed ha limite inferiore di indeterminazione l, sarà eguale 
ad l anche il limite inferiore di indeterminazione della frazione p{Xn)* Se 
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invece la ^ (.r) è non ereseenle ed è k il suo limite superiore di indeter* 
minazionej il limite superiore di indeterminazione delle p (Xn) non può su- 
perare h. 

Sia infatti la ^ non decrescente, avremo per la formula (19) : 

lim inf. jo (a^n) > lim 'mL^(Xn\\ (21) 

ma, pel 2.^ Teorema dello Stolz, il lim inf. di indeterminazione della ^ [Xn) non 

è mai inferiore a quello delle p {Xn)^ d'onde la eguaglianza richiesta dall'enunciato. 

La seconda parte, riguardante il caso della <// (rr) non crescente, risulta 

immediatamente dalle formule (20), ; 

14. Teorema 2.° Le funzioni reali f{Xn\ ?(^n), sieno finite e ad un 
valore nei punti Xn di un insieme numerabile; la <f(Xn) sia sempre crescente 

e tenda alV infinito con n. Se il quoziente ^ [Xn) — ] ' . è monotono per tutti 

i valori di n maggiori di un determinato numero N ed infinito per n = <x>, 

anche il quoziente p {Xn) = LL_!!±!Z.Z! — \-!h , èy per fi = ce, infinito di ordine 

non minore di quello della \p. 

La variabile ip {Xn) può essere non decrescente , epperò, da un determinato 
valore di n in poi, sempre positiva e tendente a +<x)j o non crescente^ e 
quindi negativa e tendente a — ex. 

Nel primo caso il suo limite inferiore di indeterminazione essendo /= + cx), 
tale sarà (17) anche il limite inferiore di indeterminazione della p{Xn)] questa 
variabile dunque è infinita per n = <X). La relazione p{Xn)>^ {Xn)j che, per 
le formule (19) ha luogo in questo caso, ci mostra che l'ordine di infinito 
delle p non può essere inferiore a quello delle ^. 

Analogamente si ragiona nel caso che la <// sia non crescente. : 

15. Teorema 3.** Le funzioni reali f{Xn)j ^{Xn)^ Steno finite e ad un 
valore nei punti di un insieme numerabile [Xn]y la f{Xn) per i valori di n 
superiori ad un determinato numero N sia sempre crescente ed infinita per 

Se il quoziente ^^ {Xn) = f''l è monotono ed infinitesimo per n = 
anche il quoziente p (Xn) è infinitesimo di ordine non minore. 
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16. Teorema 4.^ Le funzioni reali f(Xn\ ? (^n), /fwtfe e ad un valore 
nei punti di un insieme numerabile [^n], sieno entrambe monotone per i va* 
lori di n superiori ad un determinato numero N^ la y {Xn) inoltre sia sempre 

crescente ed infinita per n = <x>. Se il quoziente ^ (Xn) = ) ^. è monotono 

ed infinitesimo per n = <x>. anche il quoziente p (Xn) = , " ^, rA sarà 

infinitesimo di ordine non minore. 

La funzione f{Xn)j monotona nei punti Xn^ al crescere indefinito di n 
finirà col conservare sempre il medesimo segno. 
Sia questo negativo. . 
Poniamo 

F^:rn) = -f{Xn). (22) 

La variabile F{Xn) sarà monotona e positiva, il quoziente —j-^ ^^^^ ^^ 

medesimo valore assoluto di ^ {Xn) = \ "^ \ e sarà quindi infinitesimo. La fra- 

zione — - , ""*" , 7^ non differisce, se non per il seeno dalla frazione 

p (Xy,) =: ^; "*"*"*; — ^^^ '\ , concludiamo dunque che: se il teorema risulterà 
valido per funzioni f{Xn) monotone e positive, dovrà essere vero in generale. 

In secondo luogo si osservi che la f{xn) può essere non crescente o non 
decrescente. 

Nel primo caso la f{x)^ che per la considerazione fatta precedentemente 
può supporsi positiva, tenderà ad un limite finito o nullo X. 

In questa ipotesi, fissato un numero qualunque m intero e maggiore di -AT, 
e posto : 

i^B = f{^m,i) — f{Xm,s^-i\ 5 = 1,2,3... (23) 

saranno i numeri A, tutti positivi o nulli, e perciò la variabile F{Xn) defi- 
nita dalle relazioni: 

F {x,n+.) = f (arm+.-i) + A,-, , s = 1, 2, 3 . . . ^ 
sarà positiva, non decrescente in tutti i punti Tmt-». 
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Avremo poi 



8 

lim F (Xmi-,) = f (x„) + ìim 2) Ar 

«=500 8^-x r=l 



cìoè| per le (23) 

lim F (x,n^.,' ^ f (Xm) + f(rn,^ — lim /"(rr^n) ] 

«=00 «=00 I 

ììm Fixm,.) = 2f(x^)—}.. \ 



(25) 



«=00 



In fine, osservando che f(xm) è finito e determinato e che y {Xn) è in- 
finito per n = ex?, si vede che : 

lim :^(^ = 0. (26) 

»=» 9 i^Xn) 

Se dimostreremo che è lim .^^'^"^^^ -^^z=0, osservando che 

«=00 9 (.rn+i) — 9 (a-n) 

F (Xn+,) — i^ (Xn) = àn-m^s = — \ f{Xn^i) — f{Xn) | , 

avremo dimostrato il teorema. 

Possiamo dunque limitarci al caso di variabili f{Xn) positive non de^ 
crescenti. 

Il quoziente \p (iPn), monotono, infinitesimo per n = oo, sarà in questa 
ipotesi positivo non decrescente, almeno per tutti i valori di n superiori ad 
un determinato N. 

Dalla formula (17) allora ricaveremo: 

r?>N p (Xn) < ^ {Xn). 

Osservando che p (Xn) è positivo (o nullo) e che \p (Xn) per ogni valore 
finito di n non è eguale allo zero, deduciamo in fine 

->N, 0<'Ì^<1, (27) 

e ciò prova Tenunciato. 

17. Teorema 5.^ Indichiamo con f{Xn)^ ?(^n)} funzioni reali finite e 
ad un valore in tutti i punti di un insieme numerabile [a:„]. Il quoziente 

\^\ ^^^) cil^^f^o pei' i valori n>N^ monotono, e, per w ^== + ce, ammetta 

limite determinato X finito e diverso dallo zero. 
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Potremo affermare che si ha : 

lim fMrzIpL = lim fei.; , (28) 

quando sia soddisfatta una almeno delle condizioni seguenti: 

«) la variabile F{Xn)^=f{Xn) — ^y(a^n) sia sempre crescente ed infi- 
nita per n = oo. 

jS) la variabile F (Xn) superiormente definita sia monotona^ e la ^ (Xn) 
sia sempre crescente ed infinita per n = cx). 

La dimostrazione si deduce dai teoremi 3.^, 4.**, col considerare i quo- 
zienti ^-^, F (Xn-^^) - F jXn) 
O {.Xn) <p (a?n+i) — ? (Xn) 

18. Per verificare se l'ordine di infinito di una data funzione fn è 
maggiore o minore di quello di un'altra funzione data (fnj giova spesso la 
proposizione seguente : Sieno fy o, funzioni realiy finite e ad un valore nei 
punti Xn di un insieme numerabile [rr^]. 

La (f (Xn) sia sempre crescente ed infinita per n = (X). 

Poniamo : 

Se il doppio rapporto 

^ : /- = ^^^4 , (30) 

si mantiene maggiore di un numero maggiore di 1, per tutti i valori di 

f 
n>N^ il qtwzieììte - é, jier n^^oc^ determinato di segno ed infinito. 

Se il doppio rappoìto (30) 5/ mantiene^ per ogni n>Nj positivo; ma 

f 
minore di un numero minore di i, il quoziente — è infinitesimo per n =^<yo. 

La dimostrazione, ed insieme una determinazione più esatta della rapidità 
di crescenza della /, relativamente a quella della e, ci è offerta dal seguente 

criterio : 

Teorema 6.^ Si ponga 

9 (^I^.h) _ 1 ^ ^^ (31) 

?4^ = ^^:/=l+i„; (32) 
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se esiste il limile 



_Kj4' + rT^) 



I3 = \im ,1^7^ (33) 

,1=00 Ig U + an) ^ ^ 

ed è t un numero positivo dato a piacere ^ l'ordine di infinito della funzione 
f(xn) è minore di quello della variabile | y {Xn) j^"^^^*, ed è maggiore di quello 
della variabile | ? (a^n) }*+'+*. 

Seguendo le idee di Cauchy ed usando una notazione proposta dal 
BoBEL (*), potremo anche dire che: Se si assume come infinito principale o 
del primo ordine quello della variabile y (rn), l'ordine di infinito della f(Xn) 
è esprimibile mediante il simbolo (1 + 5). 

Nel caso in cui 8i abbia lim an = 0, dimostreremo che /3 = lim &„, cioè 

f| = X) «=00 

1 + /3 = lim -^ : — : ed avremo così il teorema : 

«=00 A 9 o 

Se la funzione y {Xn) soddisfa la condizione 

«=00 ?(.^n) ' 

e si assume l'infinito di ^{Xn)', "per n = <x), come infinito principale; l'ordine 
di infinito della funzione f{Xn) si ottiene calcolando il limite: 



lim (^ : ^ì . (35) 



Se il limite di cotesto doppio rapporto non esiste^ sia o no lim an = 0, 

»I=X 

indicando con /, L, rispettivamente i limiti inferiori e superiori di indeter- 
minazione della bn^ avremo due numeri 1 -|-/3i, 1 + jS^, fra i quali è situato 
l'ordine di infinito della /*, (rispetto alla a>), calcolando i limiti. 

5, = lim .4-— L±f/ , /3, = lim -V-^4±^^ (36) 

n=oo lg(l + 0„) „=«, lg(l+aa) '^ ' 

Nel caso in cui la (34) sia soddisfatta ^ saranno fii=^lj 132 = L^ e cioè 
l'ordine della f, relativamente alla y, saì'à compreso fra i limiti inf. e sup. 

di indeterminazione del doppio rapporto — : — • 



(*) Cfr. E, BoREL, Le^ons sur les séries ù tevines posUifSj pag. 36. — Cauchy, Oeuvres, 
2* sèrie, t. IV, pag. 281. 
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Infine osserveremo che se litn — : -^ = + oo, la variabile fiXn) è in- 
Jinita di ordine superiore a quello di qualunque potenza con esponente reale 

A. f f 

e positivo della f (Xn) : se lim — - : — = 0, la f{Xn) ^ infinita di ordine in- 

N=roo A 9 ? 

feriore a quello di qualunque potenza con esponente reale positivo delle 9 {Xf^. 
Per le dimostrazioni si osservi che, in conseguenza delle ipotesi poste, le 
variabili 

hanno segni eguali per ogni n>N. 

I denominatori r{^n\ ?(3?n+i) — ?(^n), sono però entrambi positivi, onde 
viene che i numeratori fyXn)^ f{^n+i) — f{Xn) dovranno avere ogual segno 
per i medesimi valori di n. 

Escludendo che la fj e con essa la (j^ sieno nulle per ogni valore di Xnj 
rimangono due sole ipotesi possibili: che la f{Xn) sia positiva e crescente^ 
che essa sia negativa e decrescente. 

Poiché quelle due ipotesi si riducono l'una all'altra col porre 

F{Xn) = — f{Xn), 

supporremo, per maggiore chiarezza, che f{Tn) sia positiva e quindi crescente 
per ogni n>^N. 

Abbiamo poi per la formola (32): 

p{Xn) — ^{Xn) = bn^{Xn)^ 

Scriveremo dunque la formula (17), data al n.® 11, sotto la forma 



Da cui 



j, (r.,.) - j. ,x.) = '-i±^ti£i 4. ^ (^,). (37) 

•r--) = *W{l + ^Ì^-;^6.j (S8) 



e mettendo w, m — I, m -f 2,... m -\- r — 1 successivamente al posto di n, 
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Osserviamo ora che 

9 (.^mK«+i) — 9 (jPmf») 9 (Xm-hs) 9 (xm+s+i) — 9 (^Xm+n) 

9 {x,n+8+l) 9 (Xm+«+t) 9 (oOm-^s) 

1 



.1 + an%-¥9 

D'onde per la formula (39) 



^m+»» 



^ {Xm Hr) = ^ (^m) ^ 1 1 + am4., , Z'"^' « (40) 

Il prodotto infinito 

« =0 «=0 ( 9 (Xm-^s) ì 9 (Xm) 

è, per r = <x), infinito dello stesso ordine della variabile 9 (arm-»-rS onde tenuto 
conto dei teoremi dati ai n.» 23-27 della mia Memoria Contributo alla teoria 
dei prodotti infiniti e delle serie a termini positivi si ricavano punto per punto 
le proposizioni enunciate. 

19. Esempio. 

IO/. •^ ^ 9 (w + 1) ^ ^f f e^ — l 

/ 'i ' (p(n) ' 'A99 g — 1 

= 1 + ^, 6n = « 

lg(l + J!^\ 

Ig (1 + an) Ige ' '^ ^ 



if=oo 



La funzione f è dello stesso ordine delle y* ; ciò che d'altronde è evi- 
dente. 



2: 



f=n, ?-lgn, -J^- ig„ -1 + j^^— > 






a^ = — ^ 9 lim a = 0, dunque avremo 

Ig n «=3o 



Ign 

w=oo A 9 9 „=oo 1^ / 1 I 1 \'* 



1 + j3 =: lim -^ : ^ = lim — _ii— _— = cx>. 



■~ig(i+±j 
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La vnriabilo n ò perciò infinita di ordine superiore a quello di qualunque 
potonxa ronlo (]i Ig ;}. Risultato noto. 

à-f. f 



A «p 



V n n „=oo " \n + 1 / 

lg(n + l) 

/3 — Iim ^ . , ^ — -^ = — 1 + lim = — 1 



l+/3 = 0. 

La funziono e^ h dunque infinita di ordine inferiore a quello di qua- 
lunque potenza reale positiva della funzione n! 



4/' /'=M^ (f = n\ 



=(^+ir('+i)-i 



lg(lH-(^-l+enì-^) 

«=A) Ig (W + 1) 

^+1=1. 

L'ordine di infinito di «•* è dunque superiore a quello della yariabile «!, 
ma inferiore a quello della variabile (w!,*^', qualunque sia il numero posi- 
tivo i. 

AssufììeiìJo come infinito principale quello di n! , potremo dire che^ al 
s^HSo di CArcnT, la variabile n^ è infnita del primo ordine. 

Soxxo questo punto di vista sono accettabili le deduzioni del Borel(^; 
ohe considera come paragonabili o sostituibili fra loro, gli infiniti delle due 
variabili «!, n\ 

v*^ C;r. 7-;^vv.* ,<•;" .*:\f .<t'":>\Vjf <i tinrtcs yr:'SìU/s. pa^. 04 ed 82« Ciir, ancora la mia 
-.:a > .,.: Sii: ^' „ é,::: ,z ;';,\\ .\ìV>ì: ài ì'ìp.tit:/ \Ani Ac»!. di Modena, serie III, voL IV, 
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' ; 



§111. 

Tboremi relativi a funzioni kok necessariamente continue 

della variabile continua x. 



20. Indichiamo con f{x)j y (re), funzioni reali delle x finite e ad un 
valore in tutti i punti a distanza finita di un determinato intorno (ìTo, . .. + 00) 
e poniamo 

it.\ /(^) /^ k\ .f(^ + h)-f(x) Af 

dove A è una quantità positiva che, quando non si avverta il contrario, si 
suppone arbitrariamente data, ma costante rispetto ad x. 

I teoremi dimostrati al paragrafo precedente permettono di enunciare le 
proposizioni seguenti: 

Teorema l.*' Se la funzione '^ (x) è sempre crescente ed infinita per a;=: + <x>, 
se il quoziente <// (re) = ^-y-| è non decrescente ed ha limite inferiore di inde- 

terminazione /, anche il quoziente delle differenze finite --^ =p{x, A), ha , 

T 

per a: = 00 limite inferiore di indeterminazione eguale ad l; 

se il quoziente ^ {x) è non crescente ed ha limite superiore di indetermina* 

A /* 

zione ky il quoziente — ha limite superiore di indeterminazione non mag- 
giore di k. 

Corollario. Se la o (x) è sempre crescente ed infinita per rr = +. 00, 
ed il quoziente ^{x) è monotono nelV intorno (0:0... + 00), ed infinito per 
a; = -f- 00, anche la funzione p (r, h) è per x= + <x>,. determinata di segno 
ed infinita di ordine maggiore ed eguale a quello della ^ (i). 

Teorema 2.® La funzione f{x) sia monotona e la o{x) sempre crescente 
ed infinita per a; == + 00. 
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ffe afuthe il ^unzienU ^ x) e m&nùUmo ed infinitesimo jper x= -\- <x>\ sarà la 
funzione ^ :f , h) e$$a pure infinitesima di ordine maggiore od eguale a quello 
delle f'X), 

TsoRsiiA 3/ Se il quoziente ^ x) è nelV intorno (x«, . • . -f <x>) monotono 
e tende ad un limite finito e diverso daUo zero À per x = + <^ 5 tenderà 
anrhe 5 x, A. ^ quel medesimo limite quando zia soddisfatta una almeno 
delie due condizioni se/juenti: 

x\ La funzione F ^=^f x\ — àsxì tende aW infinito sempre crescendo; 
;3> La funzione F ^ monotona e la f\x) è sempre crescente ed infinita 
per r ^r — 5B* 

Tiobua 4.' 5tf !a funzione f-x è monotona, se la ^ (x) tende all' in fi- 

nita sempre cre w emmi a id il doppio ra p por to —^i—j per un determinato va- 



Ure deifmeereacùnenia i^ si iwmirtmg wsag^iore di un numero maggiore di 1, 

f sX\ 

sarà — — *' monat}»ui *f in imita oer x = — 3c. Se invece quel doppio rap- 

m 

porto si wuuUiene a^more di un ummero umore di 1 ed è positivo, la fun- 



zione — è monotona ed in^nitesima. 

Una decermìnaiione pia esaua lieirordine di infinito della /, si può fare 
al modo seguente: 
Poeto 

80 esiste il limite 

Igfl f- Ck (x)\ 



« +«> 



nil ò I un numero poBÌtivo dttto ad arbitrio, l'ordine di infinito della funzione / 
<« minoro di quollo dolla funziono |f (ir)h^*S maggiore di quello della fun- 
ziono |?{ir)|'"' •, oio6, ne Vinfinito della ij> si assume come principale, quello 
iMhi f *» <hh <Utt nimhtth (/3 I I). 
flette tpntPHi i>oi vIip »i abbia 

Um,„U) 0, cioè lim^(^.i-*l = l, 



.»' -^HH 
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Verdine di infinito delle /*, relativamente alla <f, si ottiene semplicemente cai- 

colando il limite del doppio rapporto t^ ' — j ^^ ^^ questo limite non esiste^ 

Vordine di in-finito della f è situato fra i limiti superiore ed inferiore di in- 
determinazione di quel rapporto medesimo. 

La dimostrazione si desume senza alcuna fatica dal teorema del para* 
grafo precedente. 

Osserviamo che, se il doppio rapporto t-^ • è maggiore di un nu- 
mero maggiore di 1, si desume dalla riflessione fatta a proposito del citato 
teorema 6." che, per un determinato h e per ogni a; si ha <|^ (a: -I- A) > </; {x). 
Ciò basta (*) per concludere che la ^ (x) è monotona, e che, anche per ogni 
altro valore positivo di h il doppio rapporto è maggiore di un numero mag- 
giore di 1. 

Osserveremo ancora che il numero 1 + /S rappresenta la rapidità ^di cre- 
scenza della f{x)^ quando sia supposta riferita alla crescenza della f. Il nu- 
mero /3 è dunque indipendente dalla scelta della quantità positiva h. 

21. La condizione, imposta dagli enunciati dei teoremi 1.®, 2.®, 3.® 
alla ^ (a;\ di essere monotona in un intorno determinato dell' infinito, può es- 
sere tralasciata, modificando lievemente gli enunciati medesimi. 

Nei numeri che qui seguono immediatamente mi propongo di esaminare 
il caso di (f {x) =-- rr, cioè di 



22. Se la f(x) è finita e determinata p^r a? = + oo; non ha bisogno 
di dimostrazioni la verità del fatto che le ^ e p sono entrambe infinitesime 

23. Sia la f{x) infinita e determinata di segno per a; = + oo, e 



(*) Ofr. Stolz, Orundzuge, voi. I, pag. 58. 
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sia infinitesimo il quoziente ^ = '-^^ • Fissiamo per maggior chiarezza che 
6ia lim f{x) = + oo. 

Ad ogni numero positivo Xn potremo coordinare un accrescimento posi- 
tivo tiXn tale che: 

•. An>AX„, /(a^n + /*„)>/• (Xn), tS^l^ <fj^ . (43) 

tLn ~T fin u/n 

In corrispondenza ad ogni punto Xi arbitrariamente scelto nell'intorno 
dove le condizioni poste per le /, e, si ritengono verificate, costruiremo cosi 
una successione infinita di punti 

tendenti all'infinito per n = -\- <x>^ e lungo la quale le funzioni /, ^ sono en* 
trambe monotone, e ìsl ^ h infinitesima per n^= -\- <x>. 
In forza del teorema 3.*^ dato al § II avremo 

n=oo An 

e cioè, ad ogni numero positivo e, coordineremo un indice N tale che 

^>=^^ \f{Xni'hn)~f{Xn)\<ehn. (44) 

Sia ora la f\^x) monotona^ avremo ancora 

h<hn, X>Xn, n>N, \f{x + h)—f{x)\<ehn. 

Se esiste limite superiore di indeterminazione finito M, per le hnj tosto 
si scorge che ad ogni coppia di numeri positivi a, h può coordinarsi un nu- 
mero Xn abbastanza grande perchè si abbia 

X>Xnj \f{x + h)—/{x)\<cj, 

onde concluderemo: 

24. Se la funzione f{x)è monotona j se il quoziente ^z='— -^ è in/tni- 

iesimo per x = +oo^ se si può stabilire una successione Xn di punti ten- 
denti all' infinito j le cui differenze: àXn = Xn^i — Xnj abbiano limite supe-- 
riore di indeterminazione finito^ e lungo la quale la ^ {Xn) sia monotona^ ciò 
basterà per concludere che, qualunque sia il numero positivo costante A, 
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§ IV. 



Criteri relativi à funzioni derivabili. 



25. I risultamenti ottenuti nei paragrafi precedenti non presuppongono 
la continuità delle funzioni fy 7, che ivi si considerano. 

Vogliamo ora ammettere che tali funzioni sieno continue e derivabili in 
tutti i punti di un determinato intorno dell'infinito. 

f (x) 
Anzitutto, partendo dalla ipotesi che esista il limite del quoziente ' ^ 

m T \ / 

delle derivate, si trae dai teoremi dello Stolz recati al § I, una nuova ri- 
prova del criterio detto dell'HÒPiTAL per la determinazione del limite del quo- 



ziente 



f(^) 



9(0?) ^ . 

Lo Stolz stesso ha fatto questa dimostrazione che si trova svolta in modo 
esauriente nei passi citati della sua opera. 

La questione inversa, di determinare cioè il limite del quoziente delle 
derivate, supposto noto quello delle funzioni, è stata da me studiata nella 
Memoria: Sul limite del quoziente di due funzioni^ stampate nel Tomo Vili, 
serie IH di questi Anìiali. 

Verifico ivi che dalla esistenza del limite: lim — ^ può dedursi solo la 

esistenza del limite del quoziente '-r per la x tendente all'infinito lungo suc- 
cessioni costituenti un iilsieme di punti, del quale ho determinata la di- 
mensione^ 

Possiamo ora domandare delle condizioni sufficienti per la esistenza del 
limite^ 'per x che tende liberamente all'infinito, del quoziente ' , , . • 

26. I teoremi contenuti nel paragrafo precedente permettono di con- 
cludere che, quando si abbia a che fare con funzioni monotone^ e si tratti 
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se cotesto quoziente è monotono, e se è monotona anche la funzione 
i^ = / — Xy, il quoziente delle derivate — ha limite determinato^ ed è questo 
eguale a h 

Teorema 4.® La funzione reale^ della variabile reale x^ f[x) sia mono- 
tona e derivabile in tutti i 'punti di un intorno (Xq . . . + °®)- ^^ quoziente 

'-^^ sia infinitesimo per a: = + », «, lungo una successione Xn che tende alV in- 
finito con w, mentre che le differenze Xn^i — Xn hanno limite superiore finito^ 
il quoziente lAJll sfa monotono. 

Ciò basterà per concludere che la derivata f {x) è^ per a- = + oo, infi- 

f(x) 
nitesima di ordine non minore di quello della funzione ^-^ • 

X 

• 28. La proposizione seguente che completa una proposizione che ebbi 
già ad enunciare nella citata Memoria C^j, è di grande utilità nel calcolo in- 
finitario. 

Teorema 5.® Sieno f 9, funzioni reali della variabile reale x, finite^ ad 
un valore e derivabili in tutti i punti di un determinato intorno {Xq..* + 00). 

La (f{x) sia ivi sempre crescente^ ed infinita per a;= + oo, e la f{x) 
conservi sempre il medesimo segno. 

Se il doppio rapporto 

f . f 



? 9 



(45) 



è positivo nei punti (Xo . . . f- oo\ ^, per rr = + ^) ammette limite determi- 
nato, questo ci indicherà Vordine di infinito {al senso di Caucht) della /", 
quando per infinito principale si assuma quello della y. 

Se quel doppio rapporto ha limiti inferiore e superiore di indetermina* 
zione /, L, Vordine di infinito delle f^ al senso detto sujper ior mente ^ sarà 
compreso fra l ed L. 



(♦) Cfp. questi Annali, t. Vili, serie III, pag. 262. 
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Dimostrazione. 

f f 
Le funzioni '—9—9 per le ipotesi ammesse dall* enunciato, hanno lo 

stesso segno; le y, y' sono entrambe maggiori di zero, dunque le. /) /'sono 
di egual segno in tutti i punti dell'intorno (Xo . . . + °^). 

Per la funzione f{x) sono possibili quindi due soli casi: che essa sia 
positiva sempre crescente, che essa sia negativa sempre decrescente. 

Essendo perciò soddisfatte le condizioni imposte dal Teorema 4/ dato al 
§ HI determineremo l'ordine di infinito della /*, scegliendo un numero posi- 
tivo h a nostro piacere, e, posto 

calcolando il limite 

ah (x) bh {xy 






1 + 



^ = lim _\— _L±-?iMi , (46) 

lg(l + oA(dr) ^ ' 



a?=oo 



il numero 1 + /3 sarà, al senso di Caucht, Vordine di infinito delle f{x) 
quando Vinfinilo delle (p {x) sia ritenuto come ^principale. 

Abbiamo già osservato che il numero /S è costante 'per ogni valore jpo* 
silivo di hj tale sarà dunque al limite per A = 0. 

Ma si ha 



1=0 A=0 ? W 



1 
/«=0 



e siccome la f (x) è finita, continua e diversa dallo zero in tutti i punti x^ 
così, avremo, per ogni valore di x 

lim Oh (x) = 0. 

Sarà dunque ancora, per ogni valore dì x, 
, I a h (x) bh (x) \ 
lìm ° ';"'■" " W ' = lim i. W = f^-\ : £W - 1. 

In fine 

l -f fl = lim fc;^ (x) 4- 1 = lim t^ : tSfÙ . (47) 



A=0 



X=CX} 
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L^ordine delle /(.<p), quando si ritenga come infinito principale quello 
della (f (or), è dunque dato dal limite del doppio rapporto 



c- d. d. 



29. Quando sia lim L^: ±. = 1 si può determinare se l'ordine di in- 

finito (nel senso più ristretto che ordinariamente si dà a questo vocabolo) 
della fh maggiore o minore di quello delle ® con la considerazione che: 
se il doppio rapporto 

r. f 

in tutti i punti di un determinato intorno delVinfinito è maggior di i, il 

f 
rapporto — ^ sempre crescente^ ed ha limite determinato maggiore di zero 

(finito od infinito). 

f f ^ * f 

Se il doppio rapporto — : — è minore di i, il quoziente — è decrescente 

ed ammette limite determinato^ finito o nullo. 
Ciò è evidente osservando che, se 

ne viene : 

? ? 
cioè 



?? 







ed anche,- essendo la f positiva e sempre crescente : • 

f'f-f'f >0 

Aìvìali di M atematica f Serie III, tomo XI 8 
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da? \<p (x)i 
La funzione -y\ ' ^ dunque sempre crescente. 

Analogamente si ragiona nel caso di ^- : -^ < I. 

30. Si vede facilmente che sé il doppio rapporto '— : — si mantiene 

maggiore di 1 -}- «9 ^ positivo, costante in tutti i punti di un determinato in* 

f 
torno dell' infinito j il quoziente — è infinito per a; = + ex. 

? 

Sia infatti ^ : ~ > 1 + «. Dalla osservazione precedente deduciamo che 

— è sempre crescente ed ha limite determinato X. Non può X essere finito, 

che altrimenti lungo infinite successioni oc^^ tendenti all'infinito con n, 8i 

f (x) f f 

avrebbe anche lim ' ,; ' =)., cioè lim ^ : J-=zl (*). Dunque è X= + 00. 



Dal teorema dianzi dimostrato risulta inoltre che se si assume per infi- 
nito principale quello della f (x)^ l'ordine di infinito (al senso di Càucht) della 
/*('*, non è minore di a. 

31. Facendo j{x)=iXj nelle proposizioni precedenti si ha la seguente 
regola : 

5^ f*er infinito di primo ordine si assume quello della variabile x^ si 
calcola V ordine di infinito (al senso di Cauchi) di una data funzione f{x)j 

cercando il limite del prodotto x • - — \^g/{x)\. 

u X 

Ed infatti, se j = x, si ha ^ : J^ = i— x = x - j— lìg f {xU . • 



(») Cfr. questi Annali, t. Vili, serie III, pag. 272. 
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Si verifica così che Tordine di ^ è superiore a qualunque numero reale 
perchè lim J ^ • , - (Ig ^*) ( = Hm ^ z= oo. 

«=00 \ d W ) ar=3o 

Uordine di Ig^ è inferiore a qualunque numero reale perchè 
lim I ;2? . — - (Igj d?) I = lim or • — — = lim = — = 0. 

Quello di f=ìgx^^' è pure superiore a qualunque numero reale perchè 
lim a: ~ (Ig ^ . Ig, .r) = lim ^ . j -^^ + i 1 = lim Ig, or + 1 = oo. 

Facendo y = e^, cioè assumendo come infinito del primo ordine quello 
di e^j si calcola l'ordine di una funzione f{x) cercando il limite della devi* 

rata logaritmica -77- 1 \gf{^) |. 

a *c 

Si Tcrifica così che l'ordine di e^^ è, in quelle ipotesi, superiore a qua- 
lunque numero reale. 

Poniamo f=—j^9 avremo lg^=^lg^ — Igr(^) e, per una nota for- 
mula di Stirlino: 

\gf=xìgx — xìgx + -r-lgic + 0? — Igy2jr 



2 " ' °\- 12 a? 



^ lg;^(.^) = l + -L+ «' 



dx ^' ^ ' * 2 0? ' 12a?« 

La derivata logaritmica dunque tende al limite 1, pur essendo mag« 
giore di 1. 

Concludiamo che il rapporto 



e^ r (x) 



è sempre crescente ed ha limite determinato, (finito od infinito)^ ma^^ior di 
zero. 
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Possiamo inoltre affermare che, se < è un numero positivo arbitrario, il 
rapporto 

(^)*+* r (x) 
è infinitesimo. 

Più brevemente, se si assume e^ come infinito principale^ la funzione F (;r) 

ha lo stesso ordine di infinito del quoziente 



§ V. 



Applicazione al teorema lim ! F (a?) } * =• lim — Z/\ ' 



1 

32. La relazione : lim \F {n)\" = lim ^!ì /" dimostrata dal Cau- 

fi=oo ««» r {n) 

cHT'.^j pel caso in cui sia ammessa la esistenza del secondo membro, vale 
fiotto determinate condizioni, anche quando si parta dalla ipotesi che esista 
il primo membro, e si può estendere a funzioni della variabile reale, conti- 



(*) Il C.u:cnv {Cotirs dAnalyse, pag. 53-57) enuncia il teorema: 






1 

dr=oo 



ma d'Ai dimostpa soltanto che se lim — ■ 7\ = /r, ed è h un numero determinato. 



%i u% Villi 'F(h-'-n)\-= k. Ciò non è sufficiente per affermare che si ha ancora 



',.'u ^F(/,} =:h e la dimostrazione di Cauchy andrebbe completata in modo analogo a 
•.•;*----i c.'ie Ij yyi *lz \n seguito pel teorema lim '-i — ^— ^ L-i__ = lim '— >-; (si veda nel 

xr^oO-lr + A) — ?(<) r=z^^{x) 

s j\. I, pa/. l>j 'ì'tWx AUfj. arilhm). 
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nua x^ scrivendola sotto la forma : 

i 



liin|^(^)r=lim:?:^+i>. 



Nella Memoria preventiva : Sulle determinazioni delVordine di infinito^ 
stampata Tanno 1901 negli « Atti della Società dei Naturalisti e dei Mate- 
matici Modenesi » . ebbi già ad occuparmi di cotesto argomento : posso ora 
riprenderlo con maggior precisione, giovandomi dei risultamenti conseguiti 
nei paragrafi precedenti. 

33. Teorema I. Sia F {x) una funzione reale della variabile reale Xj 
ad un valore, finita, positiva in tutti i punti di un determinato intorno 

Indichiamo col simbolo 



L _ -L 



lim 8up. i (jr(;r)ì , If{x)\ 



quello dei limiti superiori di indeterminazione delle variabili 






\F{x)\% \F{x)\ % 
che non è minore. 

Indichiamo parimenti con : 

quello dei limiti superiori di indeterminazione delle variabili 

Fjx + l) F(x)__ 

F{x) ' F{x->r\)' 
che non è minore. 

. Dico che si ha 

■ • 

M' ' M ' \ s 'l-p- 1 '-^ ' rm ì <'''' 

e che si ha ancora: 

_ì_ 

lim inf. \F{x)r > lim. inf. ^^^^§^ • (49) 



degli infinitù '. . ' ' 63 



Donde la forma 

J?» (0?) =i f«-«(*), lim I (or) = (54) 

«=» 

per le funzioni soddisfacenti la condizione (52). 

Dalla (53) si deduce che la derivata logaritmica di una funzione 

V ( T -4- 1 \ 

Soddisfacente la condizione lira — V "\" ' z=: \^ non j>uò essere determinata 

nel punto or = + oo, sema essere infinitesima. Proprietà ritrovata, per altra 
strada, in mie ricerche precedenti (*). 



36. Teorema III. Indichiamo con F (x) la solita funzione reale della 
variabile reale a:, ad un valore^ finita, positiva nei punti di un determinato 
intorno (oro . . . + oo) e supponiamo che in quell'intorno la espressione 



Fix)\ 






sia monotona ed infinita {infinitesima) per a: = + oc. 

Dico che sarà ivi infinita {infinitesima) di ordine non minore^ la espres- 
sione : 

F(x) 
Sia prima 

ìim\F{w)\"' = + oo. 

Posto F {x) = eA«), come fu indicato alla formula (50) ne verrà ancora 

• lim ^) = + oo. 






«=3 30 



X 



La espressione ^-^— per le ipotesi poste è monotona, ed è infinita per 

ar = + ex;, epperò (Teor. 2.^ del § 3.®) sarà infinita e di ordine non minore 
anche la dififerenza /(or + 1)— /(a:), e di qui subito si ricava che è infi- 

nito il quoziente . ^ di ordine non inferiore a quello della funzione 



Fu) 



I F{x) [ " . 



(*) Annali di Matematica, loc. cit., n, 11, teor. 9, n. 15, teor. I. 



. '^.'^ 
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Tenendo conto del Teorema 3.® dato al § III, concluderemo che Inegua- 
glianza 






può ritenersi valida anche quando si sappia solo che esiste il primo membro^ 

a patto che la funzione j F {x)\ *^ sia monotona, e che la funzione F (x) sia 
essa pure monotona^ se quel limite è zerOj od infinito^ od eguale ad 1; che 
sia monotono il quoziente 

F(x) 
1^' 



nel caso che sia lim |F(.ì?)Ì "" = '>^j con ^=1=0, 1, ex;. 



Modena, 16 aprile 1904. 



Annali di Matematica^ Serio HI, tomo XI 



Sopra un criterio di instabilità. 



(Di Angelo Raffaello Ciqala, a Padova.) 



INTRODUZIONE. 

11 sig. Poincaré, nella sua Memoria: Sur les courbes définies par les 
équations différentielles (*), studiando le curve, definite da equazioni differen- 
ziali del tipo 

— ^^-y {X} F polinomi interi in ar, y), 

e occupandosi in particolnre della loro stabililàj ha, per il primo, messo in 
evidenza con considerazioni matematicamente rigorose che la instabilità è 
carattere puramente qualitativo (che condizioni di diseguaglianza bastano ad 
assicurare), mentre la siahilità è insieme carattere quantitativo (richiede con- 
dizioni vincolanti la natura delle funzioni X, Y). 

Recentemente il prof. T. Levi-Civita nel suo lavoro: Sopra alcuni cri- 
teri di instabilità (**}, dopo aver ricordato i risultati di Lagrange {Mécanique 
analytique\ Dirichlet, Poincaré (nota cit.), Liapounoff, riconduce la dimo^ 
strazione della stahililà o instabilità della soluzione periodica di un sistema 
differenziale 

-j^ = ^i («'=', 2, .., m), 
dove le Xi sono funzioni periodiche di /, alla questione analoga relativa ad 



(*) Journal de Mathé?nati(jties, Anni 1881, 82, 85. 
(**) Annali di Matematica, Anno 1901, pa^, 221-305, 
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una certa trasformazione puntuale T: 

biunivoca e regolare nell'intorno dell'origine 0, e per cui è punto unito. 

Riconosciuta Vinstabilith di r nel caso generale in cui non tutti i suoi 
moltiplicatori sono in valore assoluto eguali ad uno^ passa al caso in cui il 
modulo di essi tutti è eguale ad uno {stabilità nella prima approssimazione), 
e limitandosi ad m = 2, mostra che le trasformazioni da discutere si riducono 
airuno all'altro dei tipi seguenti : 



( Ti = a: + • • • ( rTi ^=r a; cos 5 — v sen S + 

(B) (C) if -^ 

\ yi = y + ^^ ' ( yi =^ a; sen 5 + y cos 5 + 



tea 



• • • 



Pel tipo (B) l'autore assegna un criterio generale di tnstahilità^ per il (C) 
invece (che è il più importante) dà tale criterio solo introducendo la restri- 

zione che .?• sia commensurabile con 2 ;:. 

Era però interessante (come giustamente osserva il prof. Levi-Cività nel- 
l'introduzione al suo lavoro) di porre in evidenza il carattere generalmente 
instabile della r, anche quando tutti i moltiplicatori sono in modulo eguali 
all'unità; e tale studio comincia naturalmente dal caso più semplice, cioè dalla 

discussione della trasformazione (C) per 5 qualunque. 

È questo il caso che io considero nella presente Nota, nella quale arrivo 
a concludere Vinstabilità del tipo (C), purché non sia verificata una certa 
condizione (molto restrittiva). 

Rendo sentite grazie al prof. Levi-Civita, che mi fu durante la compi- 
lazione largo di consiglio e di aiuto. 



§ 1. 



Premettiamo la definizione della stabilità e instabilità di una trasforma- 
zione. Una trasformazione si dice 

stabile quando, assegnato un intorno comunque piccolo E dell'origine, ne 
esiste un secondo Hj tale che, per tutti i punti P di H^ ogni Pn (a cui si 
arriva per iterazioni positive o negative di T) rimane in E] 
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instahilej quando, per quanto piccolo si prenda fl, c'è sempre qualche 
punto P di H, per cui un Pn almeno non è contenuto in E. 
Sia ora la trasformazione essenzialmente reale del tipo (C) : 



00 



rj = r cos S — s sen ^ -f 2*^ Um (r, s\ 



00 



\ 



(I) 



Si = r sen 5 + s cos 5 + ^Im ^m (»', s), , 



dove si è posto (*) : 

2 n„ (r, s) = |,. (- 1) "^ "^''V'n * s* £, ""^ Z, ""' A„„p,H , 

» 






(m = 2, 3, 4,...) ] (1) 



In queste espressioni (1), dove Crsy Cn sono quantità complesse coniugate, 
si prendono i segni superiori ed (>)=^0j oppure i segni inferiori ed &) = !, 
secondochè h è 'pari od impari ; i coefficienti A sono poi dati dalla 



J- (&-«) 



e sono legati dalla, relazione 

Suppongo che ^ sia incommensurabile con 2 tt, giacche il caso contrario 
venne esaurientemente discusso dal prof. Levi- Civita nel lavoro citato. 
La sostituzione 

oTi^r^ + iSi ix = r + is [r = —{x + y) 

< che risoluta dà < 

(yi = n — «5j, ^y-=r — is, l^s = ~.{x — y\ 



(*) La forma delle (I), apparentemente artificiosa, è qui adottata per arrivare ad una 
espressione molto semplice nelle (II), come si vede dalle (2); del resto questo non è che 
un modo legittimo di scrivere sviluppatamente i secondi membri delle formule (C) del 
prof. Levi-Civita. 
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e che in luogo delle r, s pone le variabili coniugate x, y, riduce la (I) alla 
ferina 



X, = c«& i + Sm Pm (a;, y) ) 



(II) 



dove si è posto 



Pr. (a:, y) = |p ('"j f^p a;»» p yP, 

(wi = 2, 3, 4,...). } (2) 

<?m (a;, y) = |p ( pj /Wp y"»-p a-p, 

In vista della natura delle due forme di grado m P,„ e Qmt potremo 
chiamarle forme coniugate. 



§2. 



Vogliamo ora far vedere come, mediante op|)ortune sostituzioni, si possa 
procedere alla eliminazione di certi termini della nostra trasformazione, e 
come a seconda dei risultati (dipendenti dalla natura della trasformazione 
stessa) si possa trarre o meno un criterio di instabilità, 

È evidente che dovremo eseguire sulla trasformazione delle sostituzioni 
successive di grado, a partire dal secondo, sempre crescente. Si potrebbe così 
fare dapprima una sostituz'one di secondo grado e dai risultati trarre, se mai 
fosse il caso, delle conseguenze ; poi eseguirne una di terzo, e così via di se- 
guito. Noi però, per maggiore generalità, eseguiremo addirittura una sosti- 
tuzione di grado n (n intero, positivo > 1), e per far ciò dovremo supporre 
che la trasformazione si presenti sotto la forma 



00 



r, = e«3 x-\- ^Pm {x, y) 1 

yi =c- '»*/+>;„«?„. (,T, y). \ 



n 
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Facciamo dunque nella (II) la sostituzione definita dalle formule 

j 11 = '^i + ?n {Xi , yO {l = x + ^n (.r, y) 
\ rn = y, + ^n {Xi , yO, • ^ ^= y + ^n (a?, y), 

la cui risoluzione, avendosi 

I'' ^j nell'origine e quindi in un intorno abbastanza piccolo di essa, 
ci dà 

^ X = I — y,» (;, )?) H 

( y = >7 — ^n{^j yj) + ' ' ' 9 

essendo i termini ommessi di grado superiore ad n. Le due forme di grado n 
{coniugate) (fn e ^pn saranno rispettivamente della forma 

e ci l'iscrTiamo di determinarle nel modo più opportuno. 

Intanto, per effetto di questa sostiluzione, la (II') si cambia nella 

( I, = g'-a t ._ e'» f„ (;, „) + P„ (I, „) + In (C» ;, c-'> „)+...= g.» | + cr„ + •• • 

dove è ovvio il significato di Un, V„^ ed i termini ommessi sono di grado 
superiore ad n. 



§ 3. 



Determiniamo ora la <fn e la <//„ in guisa che si annullino il maggior 
numero di termini possibili in t7„, F«. Porremo le relazioni 

e <•» Un =- e--» f„ (c'» I, e- '•» >j) — y„ (I, »,) + «-> Pn (;, >}) = ) 
e.> F„ = e'» <f „ (e'> ; , e- •■* ^ ) — .Pn (I, >?) + C» <?n (; , .7) = 0, ) 
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**: uui.: z^z ^ 2 -e k «3 ri j»035ono scrivere più distesamente come segue 



" ^ ' —l'^ = — e-^^Cnp \ 

(p = 0, 1, 2,..., n) (5) 

Z*:t '^^iz-^ih-ZrZ ti*? la furifò di n influisce sulla determinazione della 

.ì A Se * i r^i'"'; si po^scino mandar via fiif/i i termini di grado n j». 

Z/ fi".. -:. -rue^L^ ca?o ]e '5; ci danno tutte le a, a perchè quelle rela- 
r;*:: h^j^'^ w'J: ctUrminaU avendosi 

fi— 2p — 1>0, 

^ 4;«MEt;io jr Jr^c^ymxensurabile con 2^. Applicando dunque in questo caso 
^iJ$. W js, vj^wiz.^t.^ co!^ determinata otteniamo la 

"""I (I") 

«rhe ilhtiira nei caso che andiamo a considerare. 

Bf -i Se w è impari (ii = 2y-f 1, y'>0)j non si possono mandar via 
tutti i termini di grado n (a meno che la Pni^j y) e per conseguenza la 
^* ^> , y , non soddisfi ad una condizione speciale) i>. 

Ihr^jo ytf questo caso le (5) sono tutte determinate ad eccezione delle 

cv^ ^/fiuty^A'-MU al valore p==^y, potremo perciò avere da esse le «, a ad 

^//j-/ù>ut 'il ^,, «,, che prenderemo ad arbitrio. 

P^; <;ff';tto 'Junou'; della sostituzione così determinata la (II) si riduce 
4,,* f'/fr/>A fip>;a 

^ (IV) 



'/. 



iit'iicandoHj ^;ori 2^-2 termini di grado supcriore a 2y-|-l, donde si 

vede die i t^^mini di j.Mado n 2v j 1 spariscono txitli solo nel caso che 
si abbia r,,*,,, 0. 
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§4. 



Da quanto abbiamo detto finora si scorge che, mentre la eliminazione 
dei termini di grado pari è sempre possibile completamente, quella dei ter- 
mini di grado impari va soggetta a delle restrizioni inerenti alla natura della 
trasformazione. Supponiamo di aver potuto, mediante trasformazioni succes- 
sive, ridurre la (II) alla forma (IV); dimostriamo che 

aseVgyfn» è diverso da zerOj la (I) è instabile n. 

Dalla (IV) si ottiene 



x^yi = xy + {^^ \+ ^j I e^ e,,,,,, + e-^^c,,,,,, \ x'^' y'^' -f | 2 v + 3 | . (6) 



Osserviamo che la quantità 



— /. = P\"^ ^ì 1 e^^ C2.M,. + e-*^c,,,,,, I (7) 

è essenzialmente reale j e se Cev+i,» è, come supponiamo, diverso da zero, po- 
tremo ritenere sempre 

/v>0. 



Se ora OP = Py OPi = pi sono i raggi vettori che nel sistema coordi- 
nato (r, s) uniscono ris[)ettivamente il punto P ed il punto Pi (trasformato) 
alForigine, avremo 

pj = ri + si — Xi yi, p^= r* + 5» = re y, 
e la (6) si scrive 

p]=p'\i-hr + \j^+j\\, 



cioè, estraendo la radice, e sviluppando in serie (essendo 7»jo*''<Cl) 

P. = p\^-jl^r + -]^ (8) 

arrestandoci ai termini di grado 2 v. 

Ora noi possiamo sempre prendere il punto P cosi vicino all'origine, che 
il modulo della somma dei termini di grado superiore a 2 v nella (8) sia 
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1^ - 1» p^^ siccho avremo 



p,^p\\-^hA 



ed in generale 



pm ^ Pm- 111 T -f» Pm-l | ' 



Partendo da un p corrispondente ad un punto P, che soddisfaccia alla 
condizione poc'anzi enunciata, la successione pm è dunque indefinitamente de- 
crescente e converge verso un limite ?^0. * 

E poiché questo limite soddisfa alla relazione 

/^/jl— -ij.^^j, 

esso è identicamente nullo. 

Dunque, applicando ripetutamente al punto P{p) la nostra trasforma- 
zione, ci avviciniamo indefinitamente all'origine delle coordinate. Se ora sce- 
gliamo un campo circolare di centro e raggio p <ip (soddisfacendo p alla 
condizione di cui sopra), esisterà certamente qualche pm tale che, partendo da 
esso e facendo il cammino inverso, si arriverà, per quanto piccolo sia pm > 0, 
ad un p" maggiore di p. 

Così è dimostrata la instabilita della nostra trasformazione. 

D'ora in avanti per evitare ogni confusione dei Cj»^.!,», ai quali si arriva 
colle successive sostituzioni, coi Cn'^p delle Pn(^, y), porremo per i primi 



§5. 



Se Cg^fijv cioè y, è eguale a zero^ allora risultano eliminati tutti i ter-- 
mini di grado 2 v + 1 ; in questo caso è sempre possibile mandar via anche 
quelli di grado 2 (v -f- 1), ed, inoltre 2 (v + 1) di quelli di grado 2 v + 3. 
Così si arriva ad un certo nuovo y»-i-i : se esso è diverso da zero si ha in- 
sfaliilità ; in caso contrario si procede analogamente. 

Vediamo così che la disamina della instabilità o stabilità della nostra tra- 
sformazione implica la considerazione di un numero infinito di termini (a meno 
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75 



che non si arrivi ad un y diverso da zero), e che, qualora siamo arrivati a 
termini di grado molto elevato, possiamo scegliere questi in guisa da assi- 
curare la instabilità della trasformazione. 

Il calcolo delle y è piuttosto laborioso; tuttavia per renderci conto della 
loro formazione calcoleremo il primo yi . 

A questo scopo riprendiamo la 



90 



2 



00 



(II) 



•i 

ed applichiamovi la sostituzione 

( ?» = «1 + ?. (a;, , yO ( I = a; + y, (a;, y) 
i yii=yi + h (a*. , yi), ( )? = y -f- <//« (X, y), 

la cai risoluzione, arrestandoci ai termini di terzo grado, ci dà : 

( ar = $ — (fa ($> »») + ?« (?. >?) -^^f^ (- "P* («» ") g\ 

[ y = '» — '/'»(?, >j) + "/-!(;, >?) g ^ ■ +?'»(?, "^ì-^^ 

Avremo 

.•* ir / .* P X 1 a (e'^ ?t - Pt ) , , d (e-^ y. - P«) , p , 
a-i = e'^ ^ — (C» 9, — P,) + y, |-j i + tf/, -i — ^ \-Pi-\- 

f y, = C 'a)7 — (e '^iPs— 9,) + «/'8-^ — ^^:; — ■--'+ ft- ac +?3 + 



i 



• • t 



avi 



a$ 



• j 



dove le (y^, P^, F3, ^pj ecc., s'intendono funzioni delle variabili $, )?, e infine, 
ricordando le posizioni fatte nel caso generale (§ 2), arriveremo alla trasfor- 
mazione 



li = 



St.y TT , d Uì , , d Ut , 



a; 



dti 






>Ji = 



,.tó,_K. + ^,^ + y 



a V, 



(V) 



+ 



' T¥ ' "^' a ; 

, ^ a <J/^ (e'^ ;, e-'^ r,) a '^ (g'^ j e-'^ r.) , ^ , 
+ V. — ^-^T^à^T + ^» pT^itt^ + V3 + • 



a{c-'^r.) 



a (e'^ ;) 
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Se ora determiniamo -, e -^t Ma cai forma è data dalle (3) del § 2 per 
n 2) in guisa che sia 

(7, = 0, F, = 0, 

determinazione già fatca nel caso generale mediante le formule (5) del § 3, 
la (V) assume la forma 



(VI) 



• > 



trascurando i termini di grado superiore al terzo, e scrivendo in luogo delle 
variabili $, >? le variabili primitive r, y. 

8e ora dalla (IV) ricordiamo che y^ non è altro (a meno di un coeffi- 
cienttì binomiale) se non che il coefficiente di x"*' y'' nella (II) (n=::=2 v + 1» 
cfr. § 2), il valore di yi s^'à, dato dalla 



3 



') =- [e-I^ + ei^^ "- '- + / 



2 ■ r!!^ 



^ 



(9) 



Da questa espressione vediamo che yt dipende dalla natura dei termini 
di secondo e terzo grado della trasformazione; in generale y, dipenderà da 
termini di grado 2 v -j- 1 e di grado inferiore, per modo che (come del resto 
abbiamo osservato precedentemente), giunti ad un /v (con v abbastanza grande) 
eguale a zero, possiamo renderlo diverso da zero^ e quindi assicurare la ni- 
stabilità della trasformazione, cambiando in essa termini di grado elevato a 
piacere. 



di instabilità. 



■t7 



§6. 



Vi è un caso — disgraziatamente quello che sarebbe il più importante 
per le applicazioni dinamiche — in cui si può asserire a priori che tutti i 
coefficienti y sono certamente nullij ed in cui quindi regna assoluta incertezza 
quanto alla stabilità^ la quale non può essere decisa dal comportamento di 
un numero finito di termini. 

È il caso in cui il determinante funzionale delle ri, ^i, rispetto alle r, s 
è eguale ad uno^ quando cioè si ha 

r 8 ) 

Per chiarire il nostro asserto calcoliamo il determinante A. 
Ricordando che 



ri SA X y 



/ 5^^J,(^^_y^)^ ( t/ = r- 15 e quindi U yJ l^ «; 
avremo, per un noto teorema sui determinanti funzionali, 



= 1, 



A = 



'• sa IXi yA IX y' 

.^i yi/ U yf V «i 



X y 



cioè per le (IV) del § 3 



A = 



e'* + [^'y)7^^'y' + 



y,2;"»y''-» + 



( 






• • • 



^'^^]Y^y'''^' ' + 



7v y' X' + 



e infine, ricordando la posizione (7) (§ 4), 

A = 1 — 7v ic'' y"* + • • > 
i termini ommessi essendo di gi*ado superiore a 2 v. 



(10) 



4'i * >^tM i €.'• -T-.Vrv il ''nsltiMità. 






!T*t <-«4e9S3i.=~!!Uì 'T*f<er'Hk utu '■ifa> .n manco 

•' r"*" III 



^ ^^ 



Sur quelques applicatìons des sommes de Gauss. 



(Par M. Lehch, h Fribourg - Suisse.) 



s, 



•oit n un nonibre entier impair et positif, m un entier quelconque pre* 
inier avec ft, on a, d'après Gauss, la relation 






là l w ; 



orrO 



où la racine ^In est positive et le symbole (— j représente le signe de Le- 

OENDRE, dans la fa^on que lui a donnée Iacobi. 

Au moyen de la formule précédente nous allons évaluer Texpression 

2a^ nifi ni • 



M-1 



21« ** ) 
0=0 

dont nous aurons besoins pour l'application qui va suivre. 

Désignons à cet effet par rf^ le plus grand commun diviseur de ft avec n, 
en retenant l'hypothèse que m soit premier avec n; posons ensuite 

". ,. n 

Alors, comme il est facile de le voir, les termes de notre somme se com- 
posent de e?^ groupes égaux entre eux, et il vient 

II— l ti— ltniL\ -rifff*"^) — 

Cela otant, désignons par E [x) ou par [.r] le plus grand entier contenu 
dans T, puis notons par £'*(.r) la fonction qui pour x fractionnaire est égale 
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la somme S sera d'après (a) 



«=:i('+^)-T+«.. 



et tont revient à évaluer 6\. D^après {b') la serie Si est la partie immagi- 
naire^^de l'expression 

Les termes de cette sèrie peuvent ètre décomposés en groupes tels que 
dans cbacun d'eux la valeur df est constante. Il y aura dono autant de groupes 
que le nombre n présente des diviseurs, et la sèrie appartenant à un de ces 
diviseurs d s'obtient en faisant 

d\ - - rf, — z=:d' ==^d^\ 
l'indice y sera alors [i-d'^ et la sèrie en question sera 

où Fon devraìt prendre soin de supprimer les termes dont l'indice ^ ne soìt 
pas premier avec d\ mais ce soin est inutile, puisque les termes en question 
Bont nuls, gràce à la prèsence du facteur 



[fi 



Cela pose, observons que la partie imaginaire de la quantité 

est 

cos2rffx^7r, si d^ — 1 (mod. 4) 

et 

sin 2 rf fx r TT, si d^ -\- \ (mod. 4). 

Nous sommes ainsi amenés à introduire les fonctions 

«l.(^, rf) = ^d|(^)':2ii^" pour rf = -l (mod. 4), (3') 
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Lerch: Sur qui //' 



li E(r)^ et se ruduit u E{') ^ |.. 
sana restrictioii par le dévelopiHMihMi! 



E*i.r) 



,1 



Eli nous ni)|iayniìt sur Io> i- 
xprossioii 

où los ontiers m et n soiit >« n' 
La formule i2) fouriiit in ' 



S 



fi I / 

ei=0 



1 



Pour (''valuor la somni' 



je renvisat:^e comnic pniti- 



qui, «rai)ròs il\ est rirn! 



Oli (/, ropréstMìte le ; 0.;- 



Eli om}»loyaiìt i • 
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et la formule (4*j donne 

a= 1 ( \ n ' n ) 2 T\ d J Td ^ 

lei nous avons transporté au second nìembre le terme a = dont la va- 
leur est 

Nous allons encore introduire la fonction habituelle ^(.r) au lieu de 
J^*(r); pour ce but il faudra connaitre les termes où 



n 



est un entier et nous allons supposer m positif; m étant premier avec w, il 
faudra que a* soit divisible par n ; posant n =: Hq g', où tto n*admet aucun 
diviseur carré, le quotient a* : n© 5* ne sera entier que pour 

ces termes étant au nombre de q — 1, il s'ensuit 



:i>-(^)-:i>m-'-?^ 



et nous aurons en cbangeant les signes 



OÙ d parcourt les diviseur de n qui ont la forme 4 a? -f 3, q* signifie le plus 
grand diviseur carré du nombre impair n, puis tn et n étant des nombres 
positifs premiers entro eux. 

On peut employer la formule éléraentaire 






pour écrire au lieu de (5) 



:i;«(?')=-(f-f+i)-"-f^+?(T)i«(-* <»' 



84 Lerch: Sur quelques applications 



Si en particulier Ics facteurs premiers de n sont tous de la forme 4 a? -}- 1, 
on aura cornine second membre l'expression élémentaire 



m 



\ 3 2 "^ 6 j 



1 
Faiflons ensuite 07 = — ; les séries (3^) seront identiquement nuUes et il ne 

reste que dee séries 

*M' A -? ^ CQS d' V - /v\ g ^ ^ M (- D" 

*U-' '^)=^^ ^ -Tir-- UJ^v^ ^U)^^ 

provenant des diviseurs d de la forme 4 a: -f 3. 
L'identite 



00 oo ^ 



T 1 1 

fait voir que l'on a 

ou bion 



(Jofnm/1 Ih quiintiti'* 



1 , a*m 

2 "^ ~ 



t,0t fìf',if\^'M jainaiH un entier, on peut remplacer ^^i-^ + "^j P*^ ^ ^^* 
-.r /'/( '- • ^''''*) et il vient 

>;r-^- -M-:+=:r)ì=?(T)('-(i!).7«(-'". ^•^ 

/y rHt^.o'Èttiìii \(*H diviseurs de la forme 4i^ + 3 du nombre n. 
Oh ii(fHv<trait de mème 

%ì^ ■'-■r-v^-M!=»-'+?(T)('-(i))i«(-* 
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La relation (6) s^écrìt plus simplement en faisant usage de la notation 
usuelle 



B{z) = z-e(z + ^^ 



où B{z) signifìe le plus petit reste absolu de la quantité z. On a ainsi 



Posons enfin, dans la formule (4), a? = — • On a pour ds — 1 (mod. 4) 

les termes provenant de v impair sont nuls et il reste 

quantité qui comme on vient de voir n'est autre chose que 
'Pour d ^ + 1 (mod. 4) la fonction * {d' co) sera 

où l'on peut se borner aux v impairs. Or on a 
et puisque ici 

(^)-(4). 

il vient 



*(|-.^)=..'5|(=ii)(=i)i 
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d'où 



On a ensuìte 



(^V (il) =■(-■• 



fi-i 

2 



et en somme, nous aurons 

fi— 1 



IU+^"-Mi+^)ì 



H— 1 

2n — 1 



-(-»>" 1(^)4 «(-"•) S (7) 

où rfi parcourt les diviseurs de la forme 4 a: + 1 de n et rfg les diviseurs de 
la forme 4 a? + 3 du mème nombre. 

On trouverait des résultats également simples en prenant x = , 

3 12. 

— > ± — y —' Mais je me borne aux cas établis que j'avais présentés dans 

un mémoire publié par l'Académie de Prague, en 1898 (*}, résultats qui éta- 
ient auparavant connus sous certaines restrictions. 

Revenons sur la formule (o) dans le cas de m=^l] nous aurons 

Le premier mcmbre est la somme des residus quadratiques du modulo w, 
comptés chacun autant de fois qu'il se présente comme reste dans la suite 

P, 2^ 3«,... (n— l)^ 

On voit que cotte somme est divisible par n sauf lorsque n est divisible 
par trois; dans ce cas exceptionnol, le second membro contient le termo prò- 



(•*) Rozprai^ ceshé Akademie^ VII" année, n.° 7. 
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venant de rf = 3 : 

n 

et la somme en question sera congrue à suivant le module n. 

Il peut avoir quelque inlérét de connaitre la somme des résidus quadra- 
tiques du module »?, premiers a^ec le module et difFérents entre eux. Je dis 
que cette somme que je designo par A est donneo par la formulo 

où pij P2v Va sont des différents facteurs premiers du nombre impair »i. 
En eifet, le produit 



i^Hihhi^m) 



est nul, si V n'est pas premier avec n, ou si n n'est pas un résidu de n; car 

dans ce cas un au moins des signeg ( — j est égal à — 1. Si au contraire v 

est un résidu quadratique premier avec le module tiy le produit en question 
est égal à 

Cela étant, représentons par d tous Ics diviseurs du nombre n qui ne 
contienncnt que des facteurs premiers différents, et le diviseur rf:= 1; l'expres- 
8Ìon précédente s'écrira 

de sorte qu'en posant 

on aura 

2''A = ^Bd. 

d 

Pour calculer Bd , posons n = d d\ on aura 



mì-m) 
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et par conséqnent 

Cela pose, représentons par ii{s) Ics norobres dits de Moebius, c'est-à- 
dire posons a(l)= 1, a{s) = si s adinet un diviseur carré supérieur à un, 
mais u{s)={ — 1)^, si s est le produit de r nombres premiers di£férents. 
Alors, la dernière forme de la quantité Bd se transforme en lui appliquant 
Tidentité importante bien connue 



|(^)m=:?m*)|/(.^), 



où ^ parcourt les diviseurs de Q. 
Dans notre cas 



Q = d'j /(v) = |-^jv pour v<n, /'(v):=0 pour v>«, 



et nous auroDS 



i'.=s.(*,)(^)*,i(i). 



où 9^ parcourt les diviseurs de d', puis 0^ i^ = d'. 
II s'agit encore de la somme 

Pour l'obtenir, faisons 

V=: p -{- G dj (p =r. 1 j 2,. . d] (7=^0, 1,... ^j 1), 

il s'ensuit 

ce qui en vertu de la relation 

prend la forme 
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Si t^ a la forme ik-\-lj d sera un discrìminant positif fondamenta! et 
la somme 

est nulle; mais pour (2 = 4^ -|- 3 e' est — d qui est un discrìminant et nous 
au'rons 

''^» / P \ V l-d 



S'(i)-I'(=r)' 



r 9 



ce qui en vertu d'une formule connue, due à Dirichlet et à Eronecker, a 
pour yaleur 



— l.dCl(—d). 



^ * 



Ett" résumé, 



— — dd,Cli—d), rfs— l(mod.4) 

rf s + 1 (mod. 4). 

En substituant ces valeurs dans l'expression récemment obtenue de Bdi 
il vient 



B.= -Aa(-i).«2;,w(4) 



si rf = — 1 (mod,4) et i5d = dans le cas contraire. 

Toutefois rhypothèse de d= i échappe aux conclusions précédentes et la 
rechercho directe donne 

0| 1 

cu .bien 

d*où en faisant usage du théorème 
puis observant que 
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le second membre contient un terme provenant de d = 3 et qui est 

-„.iaf.(..,=-|j_(.-(|.)). 

Si un au moins des facteurs p^ est de la forme Sk -\- 1, le terme en que- 
stion sera nul et le nombre A sera encore divisible par n. Mais si tous les 
autres facteurs de n sont de la forme 3 A; + 2^ le terme étudié sera 



et nous aurons 



3 "^ ' 



2 A^ — — (mod. n). 

3 



Le second membre pouvant s'écrire 



on aura 



n 2 
3 3 ^ 



^ == -— (mod. n). 

3 



On a ainsi le théorème : 

La somme A des résidus quadratiques d'un nombre impair tij supposés 
différents entro eux et compris entro zèro et n, et premiers avec le modulo «, 
satisfaìt à la congruence 

A^— (mod. n), 

si n est divisible par trois, tous les autres facteurs premiers de n ayant la 
forme 3 k -{- 2. Dans tous les autres cas on a 

^ ^0 (mod. n). 

Ce résultat répond à la question 22C8 (année 1901) de V Intermédiaire des 
mathématicienSy posée par M. Durìn Loriga. 
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Eicerche sulle superficie isoterme 
e sulla deformazione delle quadriche. 



(Di hvìQi Bianchi, a Pisa.) 



PREFAZIONE. 



L 



la presente Memoria, come le altre da me pubblicate dal 1899 in poi 
in questi Annali (Serie 3/, Tomi 3, 4, 5, 6 e 9), si aggira intorno al sog- 
getto principale della deformazione delle quadriche. Da alcuni anni, per opera 
di varii geometri, questa teoria si è andata rapidamente svolgendo e può 
ormai intravedersi non lontano il giorno in cui essa raggiungerà il grado di 
perfezione già conseguito nella teoria delle superficie dì curvatura costante, 
in particolare in quella delle superficie applicabili sulla sfera. 

Le ricerche che andrò esponendo nel presente lavoro, e di cui un breve 
sunto è comparso nei Rendiconti dei Lincei (24 aprile 1904\ portano un 
nuovo contributo al fine indicato. Esse muovono dagli importanti risultati per 
la deformazione delle quadriche generali ottenuti dal Darboux (*), il quale 
collegò il problema della deformazione delle superficie di 2.^ grado alla ri- 
cerca di particolari classi di superficie isoterme (a linee di curvatura isoterme)* 
In pari tempo egli fu condotto a considerare le più generali superficie iso- 
terme ed a stabilire per queste superficie un metodo notevole di trasforma- 
zione. Il problema fondamentale da cui parte il Darboux, problema la cui 
importanza fu già presentita dal Ribaucour è il seguente : 

Trovare gli itiviluppi di un sistema oo* di sfere tali che^ riguardando 
sulle due falde delVinviluppo come punti corrispondenti i due punti di con- 



(*) Sur la dèformation des surfaces du second degré et sur Ics surfaces isothermiques, 
Comptes Rendus do l'Académie des Sciences, Tomo 128, seduto dal 17 marzo al 24 aprile 1809. 
Cf. anche: Annales de l'École Normale supérieure^ \Uéme Serie, Tomo XVI (1899). 
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latto roti una medesima n/era, la rappresentaziotie dell'una falda nuWalira 
sia conforme. 

Lasciando da parte il caso ovvio di sfere ortogonali ad una sfera fissa, 
Darboux trova che suìle due falde dall'inviluppo debbono corrispondersi le 
linee ili curvatura e queste debbono costituire, sull'una e sull'altra falda, un 
sistema isolermo (*). Ne pegue che i circoli normali nelle coppie di punti 
corrispondenti alle due faldu costituiscono un sistema normuìe di circoli (un 
sistema ciclico'. Prendasi ora una superficie isoterma qualunque .S. Esistono, 
come ha trovato Darboux, tv' congruenze di sfere (sistemi tx* di sfere) lati- 
genti ad S e tali che la seconda falda S, dell'inviluppo corrisponda ad S in 
rappresentazione conforme. La nuova superficie Si fe quindi «Ila sua volta una 
superficie isoterma; la diremo derivata dalla S per mezzo di una trasforma- 
zione D di U4RB0UX. Le trasformazioni di Dabboox delle superficie isoterme 
vengono così a collocarsi accanto alla ben nota trasformazione (involutoria) 
di CnRtsTorrEL che conduce, come sì sa, da una superficie isoterma S nd 
una nuova S determinala, a meno di una traslazione ed omotetia dello spazio, 
dalla condizione di corrispondere alla 8 in una rappresentazione conforme, 
per parallelismo dello normali nei punti corrispondenti. Ma mentre, nota la S, 
la sua Irasformatn S di Christoffel si ottiene con tre quailrature ( Voi. Il, 
pfig. 27l (**), per poter applicare la trasformazione di Darboux occorre in- 
vece sapere integrare un sistema lineare omogeneo di equazioni ai differen- 
ziali totali con cinque funzioni incognite, il sistema llj § 1 della presente 
Memoria. Riguardo alla integrazione del detto sistema questo soltanto si sa- 
peva fin qui(***|: che una volta integrato per la S risultava altresì inte- 
grato per tutte quelle infinite RUperficie isoterme che provengono da &' com- 
binando le inversioni per raggi vettori reciproci colla Irasforinazione di Chri- 
STOFPKL. Per le inversioni la cosa è geometricamente evidente, poiché un in- 
viluppo conforme i^***) di sfere è cangiato da ogni inversione in un altro 



(*] l'^^icltisrv (jiiest'ultima [iroprÌet;V, le altre della consi^rvazione degli nugoli e dello 
liriL-e di iMirvatura sulte du» falde valgono anche nel caso di sfere ortogonali ad una sfera 
fissa por le note proprietà dell' inTei-sione. 

(•*) Le citazioni come questa si riferiscouo alta seconda edizione (in due voluaiij 
delle mie: Lesioni di geometrìa diffèremiale. {Pisa-Spórri, lfl0;?-1903.) 
{•••) Darboux, I. e Sur tex surfaces ixolhermiqueis, § II. 
(••**) Diciamo per brevità conformi quegli inviluppi di sfere lo cui due fuldi; si cor- 
riapondouo In rappresentazione conforme. 
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inviluppo conforme; e quanto alle trasformazioni di Christoffel la proprietà 
risulta dall'essere questa permutabile colle trasformazioni di Darboux, come 
dimostreremo al § 3. 

Ad un nuovo passo nella teoria di queste trasformazioni sono stato con- 
dotto dal confronto delle loro proprietà con quelle ben note delle trasforma- 
zioni di Backlukd delle superficie pseudosferiche, la cui teoria venne essen- 
zialmente perfezionata coll'uso di quella proposizione che ho denominato il 
teorema di permutabilità (Voi. II, pag. 411 e segg.). Ho trovato infatti che 
anche per le generali trasformazioni di Darboux delle superficie isoterme sus- 
siste un teorema di permutabilità e cioè: se due superficie isoterme 5,, S, 
sono contigue^ per trasformazioni di Darboux, ad una medesima superficie 5, 
esse sono anche contigue ad una quarta' superficie isoterma S' perfettamente 
determinata e costruibile in termini finiti dalle tre S, S, , Sg supposte note (*). 
Le conseguenze che possono trarsi dal teorema di permutabilità, per Tappli- 
cazione successila delle trasformazioni di Darboux, sono le stesse come nella 
teoria delle trasformazioni delle superficie pseudosferiche. Ne segue infatti che 
basta integrare completamente, una prima voltn, il sistema differenziale (I) 
di Darboux per la superficie iniziale 5, e risulteranno senz'altro integrati in- 
sieme i sistemi analoghi per le nuove superficie trasformate di S^ e così via. 
Per tal modo l'applicazione successiva ed illimitata delle trasformazioni si 
compie, dopo il primo passo, senza calcoli d'integrazione. Il risultato è tanto 
più notevole nel caso attuale ove l'integrazione del sistema (I) delle equa- 
zioni di trasformazione non appare riducibile, come nel caso delle trasforma- 
zioni di Backlund, ad equazioni di Riccati o a quadrature. 

Dopo avere così portato, col sussidio del teorema di permutabilità, la 
teoria delle trasformazioni di Darboux delle superficie isoterme al grado di 
sviluppo della teoria delle trasformazioni delle superficie di curvatura costante, 
era ben naturale di ricercare quali vantaggi se ne potevano trarre per quelle 
particolari superficie isoterme che si collegano, secondo Darboux, alla defor- 
mazione delle quadriche, e quindi pel problema stesso della deformazione delle 
superficie di 2.° grado Le superficie isoterme in questione, che per brevità 
chiamiamo superficie isoterme speciali^ sono caratterizzate da una certa re- 
lazione, la (A) del § 12, che lega i raggi principali di curvatura della su- 
perficie e le loro derivate. In questa relazione figurano quattro costanti A^ B, 
C, D dai cui valori unicamente dipende la quadrica associata alla superficie; 



(*) Per l'enunciato preciso del teorema di permutabilità vengasi il § 5 della Memoria, 
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diremo allora che la superficie isoterma speciale è della classe (A, B, C, D)- 
Si trattava ora di vedere se le trasformazioni di Darboux potevano applicarsi 
per dedurre da una superficie isoterma speciale della classe (A, B, C, D) 
altre superficie isoterme speciali e della medesima classe. Un caso in cui la 
risposta è affermativa era ben noto da recenti ricerche, quello delle ordinarie 
superficie minime o a curvatura cedia costante, che sono appunto superficie 
isoterme speciali. Le trasformazioni che nascono per queste superficie dall'inver- 
sione dei teoremi di Guichard offrono precisamente l'esempio domandato. Noi 
arriviamo ora a risultati affatto simili per tutte le superficie isoterme speciali 
stabilendo in primo luogo la proposizione seguente : Fra le oc* trasformale 
di Darboux di una superficie isoterma speciale della classe (A, B, C, D) ne 
esistono ce' che sono ancora isoterme speciali e della medesima classe. Per 
separare dalla quadrupla infinità delle trasformate di Darboux la tripla infi- 
nità di superficie isoterme speciali basta legare, con una conveniente relazione 
lineare ed omogenea, i valori iniziali delle cinque funzioni trasformatrìci, so- 
luzioni del sistema differenziale (I). 

In secondo luogo restava da utilizzare il teorema di permutabilità per 
lo attuali trasformazioni; ciò si ottiene mediante i! teorema: Se ad una su^ 
per fide isoterma spedale S sono contigue per trasformazioni di Darboux due 
altre superficie isoterme speciali 5i, Sj della classe stessa di 5, anche la 
r/uat'la superficie S' del teorema di permutabilità è isoterma speciale della 
wt*dfHììna classe. 

Pannando dallo superficie isoterme speciali alle superficie applicabili sulla 
/jfuidf icrt aKHociuta, otteniamo così una teoria delle trasformazioni delle super- 
i\tui\ applicabili sullo quadriche generali. Precisamente da una superficie ap- 
\^)^'.u\l\U^ Hopra una quadriea le dette trasformazioni fanno nascere ot' nuove 
AU\tttY\\('\i^ applicabili sulla medesima quadriea e basta, per il teorema di per- 
rriolabilit/i, la (•()noHC(Mìza di questo trasformate contigue per applicare a queste 
uìtii\i%u\i*.uU^ In tranformazioni e costruire così sempre nuove deformate della 
tyìiìMu'M fondanuMiialo, dipondonti da quante si vogliano costanti arbitrarie, 
>f"u/M f^* Mi piti necessario alcun calcolo d'integrazione. 

H^^ lo Jacopo (li cui abbiamo parlato da principio appare così in massima 
^,hi\i' f^i(/t/iiniln, conviene bene avvertire che, per quanto riguarda la defor- 
h,,f/ hut*. J«IN< qnadrichn, (picsto ha luogo soltanto dal punto generale di vista 
rw.;il.M/o ove, hi pr«Mcin(la dalla distinzione fra il reale e l'immaginario. Ulteriori 
t. f,ih ftrt'untiti wrvwhti hì dimostrano ancora necessarie per separare il reale 
flrtW'ithfumtiUitiiit (i'ouw mi sembra essenziale in questo genere di problemi) ed 
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edificare così una teoria completa delle deformazioni reali delle quadriche 
reali. Per il caso dei paraboloidi, e limitatamente alla ricerca delle equazioni 
.intrinseche delle loro deformate, ho già risoluto il problema nel Tomo IX di 
questi Annali (1904). Le ricerche ulteriori che mi propongo di^ compiere in 
xjuesto indirizzo troveranno ormai un sicuro fondamento nel dimostrato teor 
rema di permutabilità. 



§ 1. 



Il sistema differenziale di Darbouk per le trasformazioni 

DELLE superficie ISOTERME. 

Abbiasi una superfìcie isoterma 5, che riferiamo alle sue linee di cur- 
vatura (w, v) introducendo parametri isometrici w, v, sicché Telemento lineare 
delle superfìcie assume la forma 

ds'=e'^{du' +dv^). (1) 

Adoperando le consuete notazioni, indichiamo con rr, y, z le coordinate 
di un punto mobile sopra S, e rispettivamente con 

Xij Yiy Zi i coseni di direzione della tangente alla linea (t?) 

Xf, Ytj Z2 ^ » » alla linea (w) 

« 
X^, 1^3, Zj r? V della normale alla superficie. 

Se Ti r, denotano inoltre i raggi principali di curvatura, abbiamo le for- 
molo fondamentali : 



u ' 


d Xi d ^ ^ 
cu V 


^x \ 




d Xl ^ ^ Y 

du dv"^'' 


CU T% ^ 


V ' 


d Xl d ^ Y 






d Xz 3 6 -|r 

dv &u^' 


e^ ^ d Xz ^® V 

ri ' dv n " / 



(2) 
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da zero :■ 

a [il a e , a M- . . e^ a e . 

u V ^ V ^ ri u ^ 

(I) 



a«~"^ '-' ap—^f"' aT—n'^' aV~n'*' 

a w ' a «? / 

Questo si dirà il sistema differenziale fondamentale (di Darbodx). 
Tenendo conto delle equazioni di Codazzi, che qui assumono la forma 

\ri rtlou dH\ri) ' \ri n J v v\r2 ) ^ ^ ^ 

e della equazione di Gauss per la curvatura, si verifica subito che le condi- 
zioni d'integrabilità per il sistema (I) sono identicamente soddisfatte, onde 
il sistema (I) è illimitatamente integrabile. Possono dunque darsi ad arbitrio, 
per un sistema iniziale («0, v„) di valori delle variabili, i valori iniziali delle 
ci-iique funzioni trasformatrici e ne sarà individuato un sistema integrale. Si 
vede ora che, a causa delle (I) stesse, l'espressione 

^\ + (** + w?* — 2 m 9 a 

ha nulle le derivate ed è per ciò una costante; il sistema (I) possiede quindi 
l'integrale quadratico 

X* + fji* + M^* — 2mf(7 = cost. (6) 

Per ottenere una trasformazione di Darboux occorre e basta scegliere i 
valori iniziali di X, [/•, fr, f, a in guisa che la costante del secondo membro 
nella (6) sia nulla; con ciò le funzioni trasformatrici, oltre al sistema diffe- 
renziale (I), vengono a soddisfare all'equazione in termini finiti 

X* + ^« + w?« = 2mya. (II) 

Questa equazione (II) prova che limitandoci, come intenderemo di fare 
nel seguito^ ad enti reali, lo funzioni f, a hanno lo stesso segno o segno con* 
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Intanto è così yerifìcato che la corrispondenza fra 5, Si è conforme e 
le linee di curvatura (w, v) sono isoterme sopra S|, come sopra 8. Indi- . 
chiamo ora con 

le quantità che per la 5i sono le analoghe delle 9\ X,, -X",, X^] ri, r» della S 
e dalle formolo già sviluppate deduciamo ora le seguenti 

d8l = e**' {du* + d V'), e^» = e-^ ^ (*) (9) 

Zi') =: (-^^ lì X. + --i?^ X. + ^^ X, 

Xi')=-^i^X. + (l ^lx.-^i^X. ! (10) 

X(n=_l!Lx-J^X. + fl *^ÌX., 

le quali ultime formolo scriveremo anche brevemente : 

X\^^ = a,, Xi + a„ Xj + a,s X, \ 

-X"i'^ = «SI Xi + ass X2 + a,, X, . ] 

Le aikj i cui valori si leggono nel quadro delle formolo (10), sono i coef- 
ficienti di una sostituzione ortogonale destrorsa. Derivando le terze delle (10) 
rapporto ad t^, t; e paragonando coi valori delle derivate delle Xi forniti 

dalle (8), si ottengono, secondo le (2), le curvature principali —^ > -j^ di Si, 

r, r, 

definite dalle formolo : 



e' e^ , te 



È bene ancora osservare che per le derivate della 0i, definita dalla (9), 



(*) Dobbiamo scrivere la formola cosi perchè il rapporto — è positivo avendo sup- 

posta la costante m positiva (paragrafo precedente). 
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sussistono le forinole 

Diremo che la nuova superficie isoterma Si è ottenuta dalla S mediante 
una trasformazione Dm di Darboux, ponendo in evidenza il valore della co- 
stante m, che figura nelle forcole (D di trasformazione ed ha un significato 
geometrico che riconoscereAo più tardi (§ 4). Osserviamo ora che nell'inte- 
grale generale (X, ^, ir, 5>, a) del sistema (I) entrano cinque costanti arbitrarie, 
i valori iniziali di queste funzioni ; ma per le trasformazioni di Dahboux l'ul- 
teriore equazione (II) riduce a quattro il numero di queste costanti. Poiché 
inoltre tutte le nostre formole sono omogenee di grado zero nelle funzioni 
trasformatrici, così vediamo che, se si tiene fissa la costante m: 

La trasformazione Dm di Darboux fa nascere da una superficie iso- 
terma data S una tripla infinità di nuove superficie isoterme Si. 

Le formole (7) assegnano anche il significato geometrico delle tre costanti 
arbitrarie portato dalla trasformazione Dm] si vede infatti dalle (7) che, per 
individuare la trasformata /Si, basta assegnare (ad arbitrio) il punto P| della 
«V| che devo corrispondere ad un determinato punto P di S. 

So in fino facciamo variare m, avremo le oc' trasformate di Darboux 
della MUp(3rficio isotorma iniziale. 



§ 3. 



PkrmutabujtX della trasformazione di Christoffel 

COIiLB TRASFORMAZIONI DI DaRBOUX. 

Indichiamo con S la trasformata di Christoffel della S. Le coordinate 
x, y, z del punto P di S', corrispondente al punto P3s{Xj y, z) di S, si ot- 
tengono per quadrature dallo formolo (Voi. II, pag. 8): 

d u d n dv d v 
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e dalle analoghe per y^ z. Adoperando per la 5 le nota^oni omologhe a 
qaelle usate per la S, abbiamo così: 



?^ p-9 V ^^ P-^ y 

u ' d V 

d8^ = ^«5 {d M« + rf t;*), con ?= — i? 

Ji I = A I , Xt = JCf y Jl3 = A3 ] 

1 e^^ 1 e«o 



(13) 



(14) 



y 



ri ^i i-g ''« 



Ciò posto se costruiamo per la iJ il sistema (I) avendo riguardo alle for- 
inole superiori, esso si scriverà 

gw arar ^ri'aw VrT^ 

a<p _0Y a? 9- a^ ^^r- d w e^ — 

— — ««X ^ — _e»à 

mentre l'equazione in termini finiti (II) resta ancora 

^•* + fx* + m;* -■= 2 m ^ a. 

Il confronto col sistema (I), (II) dimostra che, noto un sistema di fun- 
zioni trasformatrici per la 5, si ottiene un corrispondente sistema per la S 
semplicemente ponendo 

Le formole corrispondenti alle (7) e cioè 



Ihi limnrhi: Hiverchu nulle superficie isoterme 



t:U$t |/':) \^ ^lliuuuUiuU hì moiìvomo 

NI f 

(il iIhiiimi Ih oon ÌH|i(Mi(lonto trAnforinuU >\ di DjiRBorx della superficie S. Ora 
Im I Uh (liiiidulraiiv» olio ni ha 

Vii' Vvi^ Y^»' - Y i T «•' — T i- 

Miulo U«uUa Aw \\k >\ Oi^n »^i^^uldo (hm (^anUteit^mo di normali mIU S, in una 
iu|4»u*iiom(uiouo wutVnuo od i^ v{U uu: !a itH^'rttt^i;! di CBsoTomL della S^. 
lOuv^uoiHuu» \]Uo.^U^ it«iuluuo xouo vi :Vmuìi . Lu :*'us'*jrmazÌQiM i i Crkbtoitkl 
u(<4y«^ v^y^H sVf^fHsi iii mhiH^fiv*^ i<s*/kKy^^0^ if^iffìitft ^^'^BiMu 'iai7a/à7s c^m una 

Hv^ Ova»»i\WAuimv^ ^.»^i4 iC v{acituv :!4i(H5kdci«i 5» 5». 5* ^.. ▼Miamo che si 
^^v»«M\ si^iltu S ,4liu x's Ni^ .if f^ìCvUhì^ VPWd a D^ ctie 'a vningra in 5.* poi 
\ik u^w\tV' ^MUAivUi^ i,' ù) v«>iiu^jrvMkL cìH^ VK^rta >( *Q >. : iVTisni lassando coIIa 



^ _ _ 



CI. * ^4 - ^ 



.x^'.:-. 



A 



4- 



X :»• v *'. ^tv ^ «.1». aq ..«. ' it:iT:r'* unti. 
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delle quattro superficie 5, Si, S, Si vediamo che Bussiste la proprietà se- 
guente : 

I segmenti PPi, P Pi sono paralleli ed il prodotto delle loro lunghezze 

2 
è costante = — (*). Si osservi di più che avendosi 



Xj — X tfi — y Zi — z ^ 

Xi — X j/i — y Zi — z <p 



5 



il segno di questo rapporto ò positivo nelle nostre ipotesi ed i due segmenti 

PPi, PPi oltre che paralleli sono anche egualmente diretti. Ne risulta così 
evidente la costruzione domandata, ed assegnato alla costante m della tra- 
sformazione Dm di Darboux un significato geometrico che è evidentemente 
simmetrico rispetto alle due superficie S, Sj . 



§4. 
Lb formole d'inversione per le trasformazioni di Darboux. 

Prima di venire all'oggetto proprio della nostra ricerca sarà opportuno 
risolvere una questione preliminare. Abbiasi una superficie isoterma S, alla 
quale applichiamo una trasformazione Dm di Darboux, e siano >., p, u;, f, o 
le cinque corrispondenti funzioni trasformatrici, ed S^ la superficie trasformata. 
La primitiva S si ottiene alla sua volta dalla nuova Si mediante una tra- 
sformazione di Darboux la cui costante è ancora m, come risulta dalle ultime 
osservazioni del § 3 e come verrà confermato dai calcoli seguenti. Le fun- 



(*) Un esempio notevole di queste relazioni geometriche si ha nelle quattro superficie 
di curvatura media costante che 11 secondo teorema di Guichard (Voi. II, pag. 195) as- 
socia ad una qualunque deformata dell' ellissoide allungato di rotazione di semiassi a, b. 
Queste quattro superficie si scindono in due coppie di superficie parallele (trasformate di 

Ghristoffel) e il prodotto PP^ x. PP^ è il quadruplo prodotto delle distanze dei due 
fuochi dell'ellisse meridiana da una sua tangente variabile e quindi costante ed = 4 J*, 

onde qui m=— :,, 
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zioQÌ orasformaaioi nel paseaggio ix^ i, alla 5, che indicheremo con à«, fi., 
ar. . s. . 7* saranno oer5eciamence (ietenninate. a meno di un fattor comune 
coficance, e noi •iomandiamo : dime si calcalmno le funzioni trasformatrici >.| , 
;xj, T,, s, . X pei posaci jjia tnvzr^ Ja S^ a ^, note quelle À, fi, tr^ f , a pel 



Qcucfa'/'ffo ui 



1 ^ 



^ *i 



F:^r rÌ5uìvers la iii«isiione« * . csitiiaranio la 5 come dedotta dalla Si me* 
diante La a::i2i{br!naxune D^ ^orrsnoniifflite aUe à,^ a^, iTi, f,, ^i ed appli- 
cuniio le T» 5 ì 



X/ ^ r, A7M, 



o;s^a 7i*r e 



- — - i_ - X- — 

1» r. 



-X - * x= - * X - -X - 4x,-- x,=o. 

^> ^ "". T T ^ 



. Xx' i loro Talori (10^) dobbiamo 
rAi^cìend di Xi, Xs, Xi, onde & 



^luuo !e T^ :^a-svm ■ 



••I 



- <«. 
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troviamo subito: 

Indicando dunque con p un fattore di proporzionalità, abbiamo 

e poiché inoltre 

XJ + ^2 _^ u?? = 2 m ^i at , X« + (x« + m;« = 2 w y cr 

sarà anche ^^ = p y. Resta solo a determinare il fattore p, ciò che si fa pren- 
dendo ad es. dal sistema (I) le due formolo 

cu as ^ V Q ^ ^ 

che diventano 

e per le (I) stesse 

8,,v I3c7 3r/\ Ida 
ó— log (p qp) = Q- > ^— log (p 9) = 5- • 

Dur.que si ha p = — essendo e un fnttore costante al quale, per l'omo» 

geneità delle formolo, possiamo dare il valore che più ci piace, p. es. r = l. 
D'altronde si verifica subito che le cinque funzioni 

^ X a w 1 1 /icK 

soddisfano al sistema (I) costruito per la superficie Si. Siamo così giunti al 
risultato: Se nel passaggio da una superficie isoterma S ad una sua trasfor- 
mata Si di Darboux le cinque funzioni trasformatrici sono ?, (*, w? f^ ^» l^ 
cinque funzioni X^, y^, Wij y^i, a, che servono pel passaggio inverso sono date 
dalle formule (15). 
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(S, S,) in P, A; (S, S,) in P, P,; (S', S,) in P', P,; (S', S,) in P', P, ed 
i quattro inviluppi di sfere (2i), (Ij), (^i), (^'2) sono tutti conformi. Deno- 
tiamo ora i valori delle rispettive funzioni trasformatrici X, (x, «?, a>, cr nel 
modo seguente : 

^1, f^i, '^1, ?i, ^ij pel passaggio da S a Si, mediante Dm. 

>.2, fx,, fVij (fij aj, Ji da S a Sfj » Dm, 

)/i, fx'i, M7'i, y\, a'i, » da S| a S' t> D'm. 

X'j, a'2, M?'2, y'e, a'ij n da S, a 8' n D'm, • 

Le prime dieci funzioni si suppongono date e le rimanenti dieci, rap- 
presentate dalle lettere cogli accenti, sono incognite. Ora X|, (x,; Wiy 9,, a, 
soddisfano per ipotesi il sistema (I), (II) fattovi m = fnt e similmente Xj, p,, 
t^t, ?«, ^i il sistema stesso con m = m,. Alla loro volta X'i, (x'i, m^'i, c^'j, a'i 
debbono soddisfare il sistema (I) costruito per la superficie S, e col valore 
fn = m,. Occorre scrivere questo sistema, il quale a causa delle (11), (12) § 2 
prende la forma seguente : 

—- =^2^ ^ -^-a ^-\- ntfe^ — 

cu Gì ?l 



' {Ti 91 Gì "^ 



6* (Ji + e 



+ 




JiL 
91 'Jl 



{e^ <7, + e-« fi 



)] • f^'i 



aA 



cu [ 9 e? ' <pi di ^ J 

Sjti'l 



dv 



<7i 91 ^ 






+ 






e-^(f 



.)] . V. 



(I*) 



dwi f e' «Ti . « I .. e \1 V 

-ó— = («^i + « ?i) •?'!> 

Su [ rr ' 91 (7i ^ ^J ' 



3 w'i 



d u Ci 



-.À' 



i ? 





3» [rt 


a?'i 


-= » ?' .' 


a» 


' cr, •'*" 




a e', ^ , e, 




8m <Pl 



L rt 91 C7i 



^-®9 



i)J-f*'t 



A 



i ? 



8 g'i 

d V 



91 
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i\i ." 









'^■»*- 



-.•■*• 



I 






« ■ 



* t 



X . 



inoltre deve essere soddisfatta la corrispondente equazione (II) in termini 
finiti 



r\ + i,'l+w-ì = 2m,<f',a\. 



(IP) 



È inutile scrivere le equazioni analoghe per ?/,, (x\, u;'^, y'g, a',, che si 
deducono dalle precedenti cangiandovi Xi, |uii, t^i, yi, ai in X,, ^,, w?,, y^, cg 
e w, in m» . Ora se, mediante le formole (7\ (10) § 2, esprimiamo che la 
trasformata della 5, per mezzo della D'm^^ colle funzioni trasformatrici X', , 
p-'i, «;',, y'i, a'i coincide colla trasformata della S^ ottenuta mediante la D'^i» 
colle funzioni trasformatrici /'g, fJ^'«j w^'g, ^\j ^\^ veniamo a trovare un certo 
numero di equazioni in termini finiti fra le nostre dieci funzioni incognite e, 
combinandole colle equazioni differenziali (I*), risulteranno pienamente deter- 
minate, come si vedrà, le incognite stesse. 



§ 6. 



Deduzione di un sistema di equazioni lineari per le funzioni incognite. 



Andiamo ora a tradurre in formole il metodo descritto. Gli elementi 
della superficie S sono dati dalle (7), (10*) § 2, ove soltanto dobbiamo met- 
tere Xi, (jt,, tVij (f^J di] w, per >, fx, Wj (fj a; 7n rispettivamente, e analoga- 
mente quelle di /S, dalle altre : 



Xj — X 



{uXi + (Al X2 + tOt X3) 



fW2 <78 

X(p = bnX, + h,,X, + b^,X\ 
Xf = bii Xi + 622 Xi + 6,3 Xj 

X^^^ = 631 Xi + ^32 X2 + 633 Xz , 



\ 



(16) 



^11 bit è,3 
dove i coefficienti bik del determinante ortogonale destrorso ba b^ 623 

O3, ©32 O33 

hanno i valori che risultano dall'eguagliarli ai corrispondenti elementi del de- 
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Ili 



termiDante 



>^l 



nii <f% <7t 



-1, 



"kt V t 



X« [A2 



Xj era 



1 — 



tm <f2 (72 



mi 92 0*2 

[X2U72 
fW2 92 ^* 



1 



^2 M^t 

fW2 9* ^8 

f^2 M^2 

fwt 9* ^2 

W2 9f <jZ 



le espressioni t,vfe sono cioè costruite con Xg, fjt, , t(?2, 92, «^« © ^^t come le aik 
con Xj, jx,, M?i, 91, Ji e ?«,. 

Per la quarta superficie S' del teorema di permutabilità, considerata come 
trasformata della S, , abbiamo dalla (7) 



X =Xi 



tn2 <7 1 



r-(>.'iXli) + p.',X(') + w'.Xi')); 



(16») 



e se la consideriamo invece come derivata dalla S, dobbiamo avere analo- 
gamente 



3/ — Xi 



V ().', Xi^) + f*'. X<2' + «;'. Zf). 



Wll<7 2 



Eguagliando le due espressioni di x\ ne deduciamo : 



Wl <ii 



W2^ l 



= -i- (X. X, + i>i»X, + tv, X,) + -V i^'z Xf^ + f'* ^f + w'» ^i'')- 



7W2 <7t 



ini<7 2 



Poniamo per le X<*^ i valori dati dalle (10*) e per le X^*^ i valori (16); 
i coefficienti di X,, Xo, X3 dalle due parti debbono essere eguali. Otteniamo 
così tre equazioni che, ponendo per abbreviare 



ai 



/3.- = 



«li -r + «2t — -r + «31 -— 7- 

tW2 i m2n 1 tn2<7 1 



t/it -r n^ ^2/ _ / n ^3i 



^ 



(per «=1, 2, 3) 



(17) 



Wl <7 2 



miG t 



mi 2 



B'fi.triit: jiV^T'^.Ve miléi fftìtgride soft^rme 



i^nnf^rui .* i^rmA- 



t* 



^x 



Li 



vj^^i fi fin^T^nn^ l^ii* -tffr-ja »rridniiu^ relativa ula i . raasderaa 'lamm 



.^ 









r> ,X: - *.T;- -«r.X;^T— Xr' 



^ > 



r „ '". . \' ^.: ■ * ■ 'V - tr . Xn - .I,^-' : 



/ r 



/H**. ' : ^ 



', i^^A p^r y^ lO*y ^ I^ p^Aìzlonl IT. ^i 3<!nTono 



/ . "! y ''/m| V, (''!' y, //«l A'. — 1:- '«3 — «:3| .Yj . 

f" r '* y, ' ' ^A /-'f •; ^.rf»/; (\*r:\yu\^ dalla 5,, avremo le forinole 

//.. I -v, • (•;'; ri, - /',.) A', ~ f-^^ 5, -é„) A-, 



•/ 






( 



V, (;^'/ /;. /.„| .Y, (":; fi, /.„) a; - (j; 5, - &«) a, ; 

<^ pni'ii^oiiiifirlo i JijM ^•i--.t<'rfii Ji fonnol/! fjo dedurremo le 9 equazioni se- 
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i ■ 
f 



guanti : 

Vi X't -j 

~r «i — rr Pi — fl^ii 
oi 92 



— hit , 



Vi 

?l 



Z'~ ^* ^«2 ^It J 



o % 






«» 



?^' 
?« 



— -r fls=^«i3 — &I3, 



-7- ai — -7- Pi — «21 Un , 

91 92 

9i 92 

~r- «2 ~/~- ^2 ^2t ^22 7 

9 1 92 

-7- ^2 ~7~ Pi WS2 ~ 

91 92 

—r~ «3 "T" PS ^23 ^23 j 

9 i 



631 



(19) 



-ò 



33 



V 2 



77- aa — -7- Ps — W33 

91 92 



Uq9 * 



'33 



Ora se associamo p. e. la prima delle (18) alle tre equazioni della prima 
linea fra le (19) e le consideriamo come quattro equazioni, lineari nelle due 

incognite -)- > -r » vediamo che nella matrice dei coeflBcienti 

9192 



A 1 A 2 



!i -./ 



a,, — bn 
V-'i f^'t ^21 — feti 

to'i W\ Gsi — &3I 

^2 Xl 



Il ? l ?3 



ntt (72 



7Wl (7i 



dovranno annullarsi tutti i minori del 3.® ordine. Similmente procedendo per 
le altre equazioni (18), (19), ne deduciamo che nella matrice 



A j A 2 ^ 1 i ^ 1 1 

i^\ ^'2 «ti — bti 

^\ ^'2 CI3Ì ^31 

/ , X2 Xi 



? 1 92 



«It fe.2 

««« ^22 

Clst ^32 

[^2 [Al 



«13 ^13 

«J3 ^13 

^^33 O33 

f^;2 Wl 



fili <Ji 



mi di mt 0% 



Vfìl <Jt fW2 <72 



Wl Ci 



debbono annullarsi tutti quei minori del 3.^ ordine a cui partecipano le 
prime due verticali. Queste condizioni danno evidentemente altrettante equa- 



ti < u u •: *t' iifcrr tt*- òr.'*- wf i*f7*'V' ttfr^r**.'.-: 



£i t 






^ ^ K l. n \, < - - i: — r\ =^ 1 II. ^ !S . 

— .. X. F I. 
* — .., i^ F, li, 

/ A If > -tJL-Tf.i. 

/{/ ,,,! i\i hff ',% /. Kr f;ii j.^y;^'': //;;* ^;yj:»y:;iji /l<rr,r;^:^r fin^kXf: r^làzloci * leiKr ettaro 

fo'r'» <ii(1»/j'M/^ \>^f f\*'U'iUi,uìit^-. i f/'if/j/^/ftj /,:.'/,: IT, :-,: 7 1 delle inco- 
(/f»»f'« l/< /'/|«»;»/ ^r»» fìMf ff t./nìt >A't^it*i *\^j d<:'*:/ minano j.oi il fattore di pro- 
l»'ri /i/»nnlil/i ;»rfM,ro ttifht/hi^o- a u,*'Uh di un fattore costante che re^ra ne- 
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§ 7. 



Determinazione dei rapporti delle incognite. 



Per raggiungere lo scopo indicato prendiamo le due equazioni lineari 



iii = 



/' 



— >.| III tc^ 

— 5.J Us Wf 







y'i 


p'i 


?'" 


- u, 


iì. 


-K 


Fi 


?. 






— ^i 


/*s 


?t 



0, 



che scriviamo effettivamente svolte : 



iìl = (fA| ^(^\ — P-2 W?i) . 1\ + ().i Wj — X, w^^ fx\ + (^i X2 — ^2 Xi) w/\ = ) 



(20) 



Qf = (f^i 9>2 — f 2 ?i) • ^M + (^1 ?t — ^i Ti) p'i + (f*i ^8 — f 2 ^1) ?'i =^ 0- ) 

Deriviamo la n, -- rapporto ad ti, v e per le derivate di ).i,... ?t)«.. 
>.',,... sostituiamo i valori dati dal relativo sistema differenziale (I). Otteniamo 
così due nuove equazioni lineari che, ponendo per brevità 



<7l 



^i = (^ + y • [>•! >M — f^i fJi'i — ^o^ w\] 4- m, e® ^ y\ + 

W, = \- — • [ki 1\ — fx, /i — w?, w\] + W2 e® — f , — m, e-^ ^ g\ , 

assumono, a calcoli eseguiti, la forma seguente: 

* .... 

— = (^, !(?2 — fXg W,) . (|/i + 

+ [e® (m, a^ w^ — w, a. lo^) + e-^ (Wi fi U'g — m, fj w?,)] . (x\ + 
+ [e^ (1W2 f/i (72 — ?(i, ^2 ^i) + e ^ (w/2 w, ^2 — w^i f/2 y,)] . i^'i =0 



(21) 



(22) 



-^ z= (Xjj w, — X, 1^72) . ^t + 

+ [e® (w,a, w/, — m^^tWi) — c^ (m, (f^wt — w, jju/,)] • X', + 
+ [^® (wii <J| ?^2 — ^Wj <7f ^1) + ^'® ('Wj ^1 ^2 — wi, Xi f ,)] , %0i = 0. 

Le quattro equazioni lineari omogenee (20), (22), indipendenti rispetto 
alle cinque funzioni incognite X\, fjt\, iu\j ^'i, a'i, ci forniscono i rapporti di 
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queste col calcolo seguente. Nella -^ = sostituiamo per ((/i m?j — /*2W7i)^*'i 

tv 

il suo valore tratto dalla Q|=0 e per (fxi t6-, — (Xttt/i)?'i l'altro che si trae 
dalla 



= 0. 



Cosi la -rc— =0 si cangia nell'altra: 
I e^ (w, ^1 Wt — nh (Jt Wi) + e^ (m, (p, «^^^ — m^ (p, tr,) + 



<yi 



+ W2 6® — (y, erj — op^ ?^i) + 



+ (^ 4- ~) [^i (X. ^2 + Vi p.) ~ e^;, (XI + ^lJ)] j . fL\ + 



<T| 



+ Wf^^r- C^i?t~f^i?.) + 



(97 "^ V) '■^' ^'^' "^ '"^^ " ^' ^^' ^' "^ ^* ^'^^ j • «^'i + 



e questa, osservando l'identità XJ + (xj + ?^'; = 2fWi y» <7, , può scriversi sotto 
l'altra forma: 

— + — I [/^i (X, >2 + (A, ^2 + t^;, 1^;,) — 



— Ci (m, yi 1^2 + m, 92 m;i)] | • fx', + 
m, e<^ (a, M, — <7, fx,) + h- + — j [cTi (fWi y, (x, — m, <f, fx.) — 

— fti (X, Xg + p, ^2 + Wi wiì] I • ^' + 
+ w, e-^ ^ (fxi 2(;2 — P2 ^^i) . e', = 0. 



(23) 
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^fìi 



Similmente, eliminando fx'i, (f\ dalla -^=:0, servendosi della 11, 

1 w i 9 , 







e delFaltra 






= 0, troviamo : 



(g9 ^8\ 
[^^1 (^1 h + Fi fA2 + ^i Wi) — 

— ai (mi 9, ^r, + m^ y, te^,)] | • X\ + 



- (23*) 



+ j w, 6® (<j, ).2 — ag ).i) + 1 77 — — ) [^1 (^« ^« + Fi F2 + <^i ^2) 

— ^i (^1 91 '^2 + m^ 9, >i)] I • tf'i + 

+ m, 6~® — (>i W2 — h Wi) . (j'i = 0. 

Infine moltiplichiamo la (23) per a, te;, — X, w?^, la (23*) per (i^w^ — fiiWi 
e sommiamo; così eliminiamo <j\ e ponendo poi per (XjM'j — X, u?i)fx'i il va- 
lore tratto da H, = 0, otteniamo un'equazione che ci determina il rapporto 
delle due incognite X'i, w\. Precisamente, se poniamo 



otteniamo 



(f), = Xi >, + (Jt, (xg + w^ w^ — nti (^4 y, + (72 ?i), 



(24) 



V, : to\ = [*, X, + {nti — m,) y, cr, . Xg] : [$i w, + (mg — m,) 9, (t, . u?J. 



Indicando con p un fattore di proporzionalità sarà dunque 

— X', = [$j X, + (me — m.) 91 di . Xg], ) 



(25) 



Ed ora basta introdurre questi valori di X',, \k\ nelle iì, = 0, 11, = per 
dedurne le altre due 



?'i = /) [*i ?i + (Wg — miì y, ai . (}),]. 



(25') 



an^ 



Infine si determina o\ traendo il valore della J/| da -^ = e confron- 
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tando colla prima delle (21) (*); così otteniamo: 

<j\=p [$,<7, + (fn2 — mi)^i(Ji.o,]. (25") 

Le formole cobì ottenute (25), (25 ), (25") determinano, come si voleva, 
le nostre incognite a meno di un fattore p di proporzionalità e dimostrano 
già che la quarta superficie S' del teorema di permutabilità (se pure esiste) 
è determinata in modo unico. 



§8. 



FOBMOLE DEFINITIVE DI COMPOSIZIONE E VERIFICHE. 

Ed ora noii ci resta che da fare un ultimo passo e determinare il fat- 
tore di proporzionalità p. Per ciò sostituiamo i valori di X'^, (ji\, <j\ per es. 
nelle ultime formole (I*) § 5: 

ou 9i ^ dv (fi ^ ^ 

tenendo conto delle (I) cui soddisfano X^, fXi, «^, , y^, a, (per m = mi) e delle 
analoghe per X^, ^,, m?,, y^) <7f) troviamo: 

g iQg P _ .-a^i .a^i. glQgP —.^aV'^ .ef^i , 

3——— f^ fj > - cj e? j 

formolo che, per le (I) stesse, possiamo scrivere 

óu u ^ ^^ ^^ cv d V ^ ^^ ^ 

Integrando abbiamo: /o= — > essendo e un fattore costante (arbitrario) 
che, stante l'omogeneità delle formole, possiamo prendere = 1 . Cosi abbiamo 



(*) La medesima formola per a'j otteniamo sostituendo i valori (25), (25') nell'iden- 
tità V\ + jjl'J + w?'J = 2 w, (p'i d'i . 
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le forinole definitlTe richieste 
— ^'t = ^ • ^i + (^t — m,) l^ , fx', = -^ . fx, + (m, — mO fx, , 

ai = -— • di + (w, — nti) (7, , 

(pi di 

dove il valore di *i è dato dalla formola 

*i — >i ^i + Fi fJij + m Wf — m^ {^i ?« + C72 f^i). (IV) 

Procedendo ora alle verifiche, è facile in primo luogo constatare che i 
valori di X',, fx'i, ìv\^ f''i, (j\ dati dalle (III) soddisfano effettivamente alle 
equazioni differenziali (I*) § 5. Ciò si fa nel modo più semplice osservando che 
per le derivate della funzione <1>| definita dalla (IV), a causa delle equazioni 
differenziali (I) cui soddisfano Xj, j^^, tr^, yi, ai e X,, fx, , u?,, ^j, cj,, sussi- 
stono le formole seguenti 

1^ = (m, — m) X, (e» a, + ^-^ y,) 1 

a* (26) 

"aV = (^« — ^^) f** (^^ ''« — ^"^ ?»^- ) 

Egualmente si vede che X',, fx',, id\^ y'i, a'i verificano l'equazione in 
termini finiti : X'J + ;x'J + u?'f = 2 m^, y'i (j\ . 

Dopo ciò, per arrivare alla dimostrazione completa del teorema di per- 
mutabilità, basterà aggiungere le osservazioni seguenti. I valori di X',, (i',, 
tv\j (f'tj o\ si otterranno da quelli (III) scambiando nei secondi membri tutte 
le lettere affette dall'indice 1 colle stesse affette dall'indice 2; avremo cioè: 

— X', = — ^ • Xj + {m, — m,) X^ , yL\ = — ^ . ^, + (m» — w,) (Zj , 

W't = Y^ • »<'* + (»Wi — Wj) M>, , <f\ = ^ • f 8 + (W, — /«,) fi , / (III *) 

a , = — - • <7, + {m, — »M,) (7, , / 

dove si è posto , 

<^i, = ?.,/., -|-(ji,^, -f. M), Wj — »l,(<7i|, +<72'}'l)- (IV') 
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Bisogna ora provare che la trasformata della Si mediante la D'm, colle 
funzioni trasformatrici (III) coincide colla trasformata della Sf mediante la 
D'rm colle funzioni trasformatrici (HI*). Secondo le formole del § 6, basta 
per ciò provare che sono soddisfatte le (18) ibid, che si ha cioè: 



1^1 /2 I ^2 I [^« /3 I f^« 



mi <Ji tm 0% mi Gì * nn e? 



(27) 



mi <7i mz <72 



Ma calcolando gli effettivi valori di «i, «g, a^ dalle loro formole di de- 
finizione (17) § 6 col sostituirvi i valori (HI) di >/,, ;x',, to\j y',, a',, tro- 
viamo 

. ^1 (mt — nti) (mi X2 yi — ^2 Xi 92) 

* mi Ti mi m2 . ri 

f^i (m 2 — mi) (mi {^2 <pi — m2 fXj 9^) 

mi <7i mi m2 . n * ^ ^ 

, ITI fm2 — mi) (mi M^2 9i — m2W7i 92) 

^ mi <7i mi m2 . il 

dove si è posto 

(ì = Xi X, + fJti f*2 + «^1 «^2 — ^Wi?i<72 — fnt(fi<7i. (28*) 

Le espressioni dei secondi membri delle (28) sono evidentemente simme- 
triche nei due sistemi di quantità (>.i, f^i, w'i, 91, <7i; mi), (X,, /x^, t«?,, hj ^ìì ^9)1 
onde risultano soddisfatte le (27), e. d. d. 

Coni il teorema di permutabilità è completamente dimostrato. E se la via 
percorBa per stabilirlo appare alquanto lunga, i risultati finali espressi dalle 
formole di composizione (III), (HI*) offrono, come si vede, una notevole sern- 
|)lioità, tanto più quando si consideri la generalità della proposizione stabilita. 
Dal punto di vista analitico queste formole di passaggio dalle soluzioni di si- 
stemi differenziali (I) di Darboux a soluzioni di nuovi sistemi della mede- 
sima specie esprimono una singolare proprietà di questi sistemi, in fine 
(Iella equazione a derivate parziali del 4." ordine da cui dipende la ricerca 
delle superficie isoterme. L'analisi difficilmente avrebbe fatto scoprire per via 
diretta siffatte proprietà, mentre le considerazioni geometriche vi hanno con- 
dotto senza sforzo. 
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§9. 



DBTEBMIiriZIONE DELLA QUARTA SUPERFICIE S' E OSSERVAZIOKI COMPLEMENTARI. 

Trovate le formolo (III), (III*) per le funzioni trasforraatrici, che con- 
ducono dalle Sij S, rispettivamente alla quarta superficie S' del teorema di 
permutabilità, scriviamo ora le formolo effettive che determinano questa su- 
perficie. 

Per ciò dalle (16*) § 6 deduciamo 

^'=^—^ (Xi X, + f/i X, + w, X,) - 

- J?; (^'' ^''' + ^^^ ^^'' + "^'* ^«'^^ 5 

queste, ricordando il significato delle «i, «,, «3 dato dalle (17), si scrivono 



X 



' = ir - L + -^) Z. - L + -i^ì X. - f «, + -?^ì X3 , 

\ mi Ci ; \ mi <7i / \ mi Ci / ^ ' 



e infine, per le (28), sotto la forma definitiva : 

mi — mz 



(V) 



x' = x + -—-(.- [imi ?.t fi — »». ^1 ?t) Xi + 
mi tnt II 

+ (w>i ;x, 0, — nit (X, y,) X, -f- (m^ u;, y ^ — m, 1/^1 p,) X3] , ) 
essendo 

il — X, ).• + fx, ^, + M^i ir, — Wi fi (7, — w, y, ai . (V*) 



Così abbiamo raggiunto il nostro scopo finale, determinando colle {V) in 
termini finiti la quarta superficie S' del teorema di permutabilità, supposto 
note 5, S, , 6',. Ed ora aggiungiamo le osservazioni seguenti. Se si suppone 
;;i, = nii la iì, che si riduce allora a *,y diventa una costante a causa delle (26^, 
che dimostrano esser nulle le sue derivate. Però, supposti i sistemi (/.,, fxi, 

^^ij ?i) ^1) Q'2i ft, ^ij ?2, <Jt) reali e distinti, non può essere Q = 0; altri- 
menti avremmo 

^•1 ^'2 -f- f^l f^2 + ^f^i ^^t = »^i (<7l ?2 + <72 yO 
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di miy potremo assumere le funzioni trasformatrici ^j, a,, m^,, yg, o^ rispetti- 
vamente coniugate delle precedenti. Il valore di iì dato dalla (V*) sarà al- 
lora reale e reali risulteranno pure, come subito si vede, i secondi membri 
delle (V). Dunque mentre le superficie Si, St sono immaginarie (coniugate), 
la quarta superficie S' del teorema di permutabilità sarà nuovameute reale 
come la S. Così vediamo che : il teorema di permutabilità permette di uti- 
lizzare anche le trasformazioni immaginarie di Darboux per dedurre da una 
superficie isoterma reale nuove superficie isoterme reali. 

Da ultimo consideriamo nuovamente una quaderna [S^ Si, 5,, S') di su- 
perficie isoterme nella relazione del teorema di permutabilità. È chiaro geo- 
metricamente che qualunque inversione per raggi vettori reciproci cangia 
questa quaderna in un'altra della medesima specie. Ma coi risultati del § 3 
è facile provare che della medesima proprietà gode la trasformazione di Chri- 

STOFFEL. Se indichiamo con S, Si, S,, S' le quattro trasformate di Chri- 
BTOFFEL segue dal § 3 che la detta trasformazione cangia le coppie (5i, S'), 

(S,, S) in altre due (Si, S'\ (Sj, S\) nelle quali le due ultime superficie 

S\ S'i, come trasformate di Chribtoffel della medesima S', potrebbero al 
più differire per una traslazione nello spazio. Per provare che coincidono as- 
solutamente osserviamo che dalle nostre formole generali seguono le altre : 

X' =X— — — (Al Xi + (Al X, + w, Xs) — 

x\ = x— — — (Xg Xi + u-t Xi + w?2 Xs) — 

mi <fi 

e l'identità di queste espressioni risulterà provata ove si dimostri che le tre 
quantità 

flii — -7- + a»! --—7- + ^31 -— :7- + 



mt 9 1 wit 9 1 m2 9 i mi 91 

CI12 7- ~i- 1*22 ~ \ ^3t ^ 1 

mj 9 1 ms 9 i mg 9 1 mi 91 

*^ ms 9^1 " m2 9'i ^' ms 9'i mi 91 
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sono simmetriche rispetto ai due sistemi (>.i, ^i, t^i, yi, ex,), (X,, jx^, <^t, ftj ^«)- 
Calcolando eflfettivamente, troviamo che esse hanno i rispettivi valori : 

(m« — nti) (wi (Ti X? — f>t> Gì Xi) (m« — mi) (mi Qi |A2 — ms <rt p-i) 

mi m« n' mi m2 O' 

(W8 — nti) (mi gj «;> — mt ot tVi) 

mi 7;t2 iì' 
ove si è posto 

Q' = Xj Xj + f^i fl2 + *^1 W^2 Wli <Ti (f2 fili (^t fi , 

e questi offrono appunto l'indicata simmetria. Concludiamo adunque : 

La trasformazione di Christoffel, come le inversioni per raggi vettori 
reciproci, cangia ogni quaderna di superficie isoterme nella relazione del teo- 
rema di permutabilità in un'altra tale quaderna. 



§ 10. 



Applicaziohe successiva delle trasformazioni di Darboux. 

Andiamo ora a sviluppare le conseguenze del teorema di permutabilità 
per quanto riguarda l'applicazione successiva delle trasformazioni di Darboux. 
Il risultato principale è dato dal teorema seguente : 

Se di una superficie isoterma iniziale S si conoscono tutte le trasfor^ 
mate di Darboux, V applicazione successiva ed illimitata del processo di tra* 
sformazione alle nuove superficie via via ottenute si compie con soli calcoli 
di derivazione. 

Suppongasi che per la superficie iniziale S si sappia integrare, per qua-' 
lunque valore della costante w, il sistema differenziale (I). Indichino X, fi, w?, 
y, a i valori generici delle funzioni trasformatrici, e siano ?i, fXi, wij yi, a, 
un sistema di valori particolari, corrispondenti ad una certa trasformata Si 
della S ed al valore nii di. m. Se nella (V) poniamo per wj, il valore gene- 
rico m, le formole : 

x =x + --"^ [(mi X cpi — m 9 XO X^ + } 

+ {mi fi (fi — m} Ili) Xi + (mi w(fi — m(f id) Xj], ) 
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dove 

[lz=X^\ -\- ^l^yi -]- Wiw — wJi a (pi — m 9 di (VI*) 

daranno iutie le trasformate di Darboux della Si per trasformazioni Dm, 
purché sia f/i=[=7«i: è questa una conseguenza immediata del teorema di 
permutabilità. Ma possiamo completare questo risultato sì da estenderlo anche 
al caso escluso m==m^J per la qual cosa procederemo ad un passaggio al 
limite colle considerazioni seguenti.tLe funzioni trasformatrici a, (/, tf, y, a 
dipendono, oltre che da t/, v, dalla costante m e dai loro valori iniziali, i 
quali po8siamo][assumere ed assumiamo quali funzioni arbitrarie di m (sod- 
disfacenti però alla ^* + fx* + tc;« = 2my a); prenderemo queste funzioni di m 
in guisa che per m = Wi si riducano ai valori iniziali di X,, p^, tt/i, yi, a^. 

Così avremo : {l)m=,m, = K , {F)m^m, = pti , {^)m^m, = tt'i , (9)m::,mx = ?i , 

{<^)m:zm, = a, e di più {ù)m=,mi = 0, Ora nelle formolo (VI) i coefficienti di 
Xi, Xij Xz si presenteranno ciascuno, per m = Wt, sotto forma indetermi- 
nata — si tratterà di trovarne, colle note regole, i veri valori per fn = nti. 

Si osservi che in ciascuno dei detti quozienti (coefficienti di Xij X,, Xs) si 
annullano, per w = m,, non solo il numeratore e denominatore, ma anche le 
loro derivate prime prese rapporto ad in. Pei numeratori, come 

(Wi — m) . (m, X yi — m y Xi), 

la cosa è evidente poiché ambedue i fattori scritti si annullano per m = Wi e 

vediamo che lo stesso accade di 75 — osservando che, se si pone per brevità 

dm ' . ^ 






si ha dalla (VP) 



I ^— ì = X, X' + p4 fx' -[_ z^, ^ì;' _ iWi (fi Cj' + (74 Q)') — y, (7i , 

e d'altra parte l'espressione del secondo membro è nulla, come risulta dal de- 
rivare rapporto ad in l'identità X* + w.« + w/« — 2my(7 = 0, facendovi poi 
i/i = w,. Concludiamo che i veri valori di quei rapporti sono dati dai quo- 
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la Dm, cangierà le tre coppie (S, S^), (S, S,), (5^, S') in tre coppie omologhe, 
che indicheremo con (2, 2,), (2, 2,), 2i, ^') ed infine cangierà la quarta 
coppia {Sfy S) in un'altra (22, 2"); ora wot diciamo che 1' coincide con 2". 
Vogliamo cioè provare che: Le trasformazioni di Darboux cangiano ogni 
quaderna di superficie isoterme nella relazione del teorema di permutabilità 
in un^alira tale quaderna. È questa la medesima proprietà che al § 9 ab- 
biamo visto competere alla trasformazione di Christoffel ed all'inversione per 
raggi vettori reciproci (cf. anche § 5). Si ha così una notevole configurazione 
di 8 superficie isoterme costituite in guisa che a ciascuna delle 8 superficie 
sono contigue per trasformazioni Dm^ -Dm,, Dm, di Darboux altre tre super- 
ficie del gruppo, le costanti w,, iw,, m^ rimanendo fisse. In altre parole pos- 
siamo dire che se partendo da una superficie iniziale 5 si applicano tre di- 
verse trasformazioni di Darboux D^, , Dm,j Dm, che cangino S rispettivamente 
in Si, 5,, 2, indi si costruiscono le nuove superficie isoterme che ne deri- 
vano col teorema di permutabilità e così di seguito, non si ottengono, come 
potrebbe sembrare a prima vista, un'infinità di superficie, ma bensì un ciclo 
chiuso di 8 superficie dotate delle proprietà descritte. 

Per dimostrare le proprietà enunciate adotteremo questo secondo punto 
di vista e indicheremo come sopra con S\ 2^, 2, le rispettive superficie iso- 
terme che completano le terne (S, 5i, 5,), (S, Si, 2), (S, Sg, 2) alle qua- 
derne del teorema di permutabilità. Indicando in fine con 2' la quarta super- 
ficie del teorema di permutabilità dopo 2, 2^, 2^ sarà provato il nostro teo- 
rema se dimostreremo che gli elementi relativi alla 2' sono composti simme- 
tricamente coi tre sistemi di funzioni trasformatrici 

(X,, fXi, Wij fi, ai), (Xj, fXj, Wij ^2, ^i)j (Xs, f^-3, ^3, fs, ^s); 

che corrispondono ai rispettivi passaggi da 5 a S|, da S a S2, da 5 a 2, 
e colle tre costanti mi, tw^, m^. Noi qui sopprimiamo i calcoli alquanto pro- 
lissi che accertano la circostanza indicata per le coordinate di un punto mo- 
bile sopra 2' e ci limitiamo a constatare che ha luogo in effetto per l'ele- 
mento lineare di 2' (*). Indichiamo per ciò rispettivamente con 



(^1, f^l, ^i, ?l, <yi), ('^'2, F-ZJ ^2, fi, <7,) 



(*) Con ciò resta ppopriamente dimostrato soltanto che le tre superfìcie ottenute com- 
pletando le tre terne (^, ^j , i'g), (S^^ i', , S')^ (S^, -2, S') a quaderna del teorema di 
permutabilità coincidono, a meno di movimenti nello spazio. 



i 
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lo rispettivo funzioni trasformatrici nel passaggio da 2 a 2,, 2, mediante le 
traì^formatrici An,, Aw,. Troviamo i valori di queste funzioni, ricordando che 
2|, 2, completano rispettivamente le terne iS, 5,, 2), (S, ò',, 2) ed appli- 
cando le formole di composizione (III) § 8. Se poniamo per brevità 

IF,2 — - \ /.« + a^ uj + ìc, w^ , IF,, = )., /3 + (X, fx, + tt/j tt's , 

TT,, = Xa Ai -r .^3 f^i + w^3 ^^1 , 
le formole indicate si scrivono: 

_I, = \W,^ — wii (di e, -i- (73 fi')] --^ + (Wi — ma) X, , 

a, = [TFta — m, (a. ^3 -f ^8 ?i)] I^ + (^i — ^^3) f^i, 



^, = [Tr, — mi(a,93-ì-'s?i)] — 4-(wi — ma)!*',, / (a) 

f, = [ITu — »». (ffi y, + (7, ?i)] — + (wi — m,) ?, , 

a, = [ fFt, — W», (<T, f3 + <T3 ?i)] - + (»»! — »»i) «^1 , 



e similmente : 



_?., = [ Tf^js — wj, ((7, f , + ffj ?3)] —V + (♦"* — ^^ ^>» ' \ 

r 3 3 I 



«, -..: \Wn ■- »'7 (cr, ?, -f a. ?,)] ^, + ^»W' — "'3) f„ 

^, .. [ W,, - - W/., (^'^ ?3 -I- «'s ^.)] ,^ + (»'« — »«») ?» > 
,; ^ \W,, - in, (cr, 93 -I- <i3 fs^] ;^ + {»h — »»») «'»• 

Se con (lsr:=e-'>'idu'-{-(lv') indicli^amo, per « = 1, 2, 3, rispettiva- 
Ti.ente l'elemento lineare di S,, S„ 1 abbiamo (formole (9) § 2): 

dì 



e sulla deformazione delle quadriche. 129 



Per relemento lineare ds* =^e^^' {dti^ + dv^) di S\ che è la quarta su- 
perficie dopo Sj Sij Sf e proviene da Si colle funzioni trasformatrici X'j, fx',,... 
abbiamo dunque 

t)S8Ìa per le (III) § 8 

0, g >i >» + Pi p-t -]- WjWt — mi Ci 92 — mi oz <pi 

> i Xj + [Ài (X2 + *^4 ^« — ^''i ^2 ?i — ^« ^i ?« 

Ora come S' è la quarta superficie dopo «S, iS^, iSg, cosi 2' è la quarta 
dopo 2, 2i, 2,; e per ciò se ds^ = e**^{du^ -\- dv*) è l'elemento lineare di 1' 
si ha dalla precedente 

^ Q > i X» + Pi [xg -f tf/i t^t — mi (Jj ^2 — mg ct <pi 

>^i >^2 + P 1 1^« + ^i ^« — ^« ^« ?i "~ ^w* '^i ?« 
ossia 

« .e y» [Xi Xg + t^i pg + WiWt — wii CTi 9 2 — »W2 Gt ^i] j. 

Gs [Xi >.2 + p-i p.j + ^» ^^« — w« <^2 ?i — WI2 ffi 92] 

Dopo ciò se, osservando le (a), (a*), calcoliamo effettivamente le espres- 
sioni al numeratore e denominatore nella funzione del secondo membro, tro- 
viamo con facili riduzioni le formolo seguenti : 

?» pi ^2 + ;^i H + «^1 ^2 + ^1 ^ì ?2 — Wg cr, 9 J = 1 

1 

= (mi — Wg) (mi — m,) y, TF,3 + (mg — m,) (mg — m^ y, 1^,^ -f 
+ (ma — mi) (ma ~ m,) ?3 W^i« — ^i (m, — mg)* cji f ^ ^3 — 

— mg (ma — mi)« a, 9, ?i — m, (mi — m^)» a, yi y, 

<y3 [>4 Ag + f^i f^f + w»i «^2 — nti 0% yi — mg ^i y^] = 

= (mi — m,) (mi — ms) a^ TTga + (m-g — m^ {m^ — mi) a, W^i + 
+ (m, — mi) (ms — m^) ^3 Wa + mi (m^ — ìtuY yi dg C73 — 1 

— m, (ma — mi)* yg C73 ai — mj (mi — m^Y ys ai a, . / 

» ,>• 

Queste espressioni sono appunto simmetriche rispetto ai tre sistemi di 
funzioni trasformatrici ?.|, a,-, tf,-, a,-, y,- (t=l, 2, 3) e alle tre costanti mj, 
7Wg, m,, onde è provato quanto si voleva. 
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il parametro differenziale primo Ai L essendo calcolato rispetto airelemento 
lineare di S. Siccome poi dai valori delle costanti A^ B^ C^ D dipende uni- 
camente, come si vedrà fra breve (§ 15\ la quadrica associata alla super- 
ficie S, così diremo per abbreviare che una superficie isoterma speciale S, per 
la quale i valori delle quattro costanti nella relazione (A) siano ^, B, C, D, 
appartiene alla classe [A^ jB, C, D). 

Conviene subito osservare che : una superficie isoterma speciale non può 
appartenere a due classi diverse (A^ B^ C, 7)), (^i, J5i, Cj, Di), so si ec- 
cettua il caso delle superficie a curvatura media costante ed eventualmente 
il caso di superficie di rotazione. Se avvenisse il contrario, sottraendo le due 
corrispondenti relazioni (A) ne verrebbe una relazione bilineare fra L, // e 

però il determinante funzionale -x-7-^— v dovrebbe annullarsi. Dalle (32) 

^ (itj V) ' 

avremmo allora: 

du dv * 

ciò che dà luogo alle due possibilità seguenti : 

l.'^ fl:=cost. indi per le (32) anche L, 3/ costanti. In tal caso la su- 
perficie S è a curvatura media costante e si possono nella (A) prendere p. e. 
ad arbitrio A^ B^ C e determinarne D, 

2.^ Se H non è costante, sarà per la (33) H funzione di u soltanto 
o di t? soltanto, poniamo p^ e. di u. Allora anche X/, M sono funzioni solo 
di «, e per la prima delle (32) anche 5, indi r^, r,. Dunque la S sarebbe 
superficie di rotazione. 

Le formolo (32) conducono anche facilmente alla dimostrazione del teo- 
rema seguente : La trasformazione di Christoffel cangia una superficie S 

isoterma speciale della classe {Aj B, C, D) in un^altra superficie S isoterma 
speciale della classe (i4, 5, C, D) colle costanti Bj C permutate. Avendo 

infatti Hj L, M per la trasformata S di Christoffel il significato stesso di 
Hj L, M per la /S', dalle formolo (14) del § 3 deduciamo: 

H=L, L = n, M = M 

e quindi, perchè g*^=tf-*^, abbiamo dalle (32) 



e^^ 



m.hmh'-'mhmh-- 
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e l'equazione (II) X* + p.' + w?* = 2 m y a diventa quindi 



'"WM-i^] 



+ (a — Mf + 2 m (H + e) (L -b) = 0\ 



questa ha appunto la forma caratteristica (A) della equazione per le super- 
ficie isoterme speciali ove si ponga 

yl=:2m — a, B= — bm, C=cm^ D:^a'-2mhc. (34) 

Dunque intanto : perchè il sistema differenziale (I) ammetta una solu- 
zione con (7 -- // f- cost. è necessario che la superficie S sia isoterma spe- 
ciale. Inversamente se questo avviene ed S appartiene alla classe {Ay B^ C, D) 
possiamo prendere le costanti a, è, r, m in guisa da soddisfare le (34), per 
la qual cosa basta che m sia radice dell'equazione di 3.*' grr.do 

(2m—A)'. VI -Dm + 2BC = 0, (B) 

ottenuta elipìinando a, 6, e fra le (34\ indi conviene assumere per a, è, e 
i valori 

a = 2m — A, b = ? c = (35*) 

^ m in 

Dopo ciò constatiamo che le formole 
},=e'^y (j. = —e'^y io = a — M, <f = b — L, a^F+c (36) 

OH V * I \ / 

danno una soluzione delle equazioni fondamentali (T), (lì). Intanto, a causa 
delle (32), risultano così soddisfatte le equazioni del sistema (I) relative alle 
derivate di ©, ?r, o. E sono ancora verificate le altre due 

djf^ _ a . a_x _ a j ^ 

d u d V ' -d V ?«'' 
che si riducono all'unica 

d u d V d V du d u óv ' 

la quale segue dalle due prime (32) per eliminazione di L. D'altra parto, es- 
sendo per ipotesi verificata la (A), i valori (36) soddisfano l'equazione (II) 

/« -f- ;j.» -}- w^ = 2 W y (7. 
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avendo 7/j, L], Mi per Si il significato di Hj L, M per S. Ora suppongasi 
che la S sia isoterma speciale ed S^ sia una delle tre complementari definita 
dai valori (36) delle funzioni trasformatrici. Le (37) diventano così: 

rf _2a -\ cL j 6 // — 2 ff ,^ _bcM -\ ab II — acL — a^ 

* 6 — L ^ i/fc- * bc^òH — cL — 'lM 

che possiamo scrivere 

O (7 Od 

Ora si rammenti, dal § 4, clie nel passaggio inverso da S^ a S valgono 
per le funzioni tra&formatrici Ài, r^i, ^rj, yi, cri le formolo (15), che possono 
del resto alterarsi per un fattore costante arbitrario nei secondi membri. Con- 
frontando colle 1^38) e supponendo dapprima 2a + ic=J=0, vediamo che nel 
passaggio inverso da ^i a S possiamo prendere 



a, -. 



^1 + ^ j ?i = ^ — ^ìi ^^h = « — -3tf 1 . 



I risultati del paragrafo precedente provano allora che S, è isoterma 
speciale della classe {A^ J5, C, D)\ e si ottiene S da Sj precisamente come 
*S\ da ^^. Così se 2a + ^^=l=0 è dimostrato quanto si voleva. Ma il caso 
2 a + è (? ::= non fa nemmeno eccezione, poiché dalle (36) segue 

JTi = — e, Li = ò, jlf 1 = a ; 

la superficie Si è a curvatura media costante — ce può dirsi che essa ap- 
partiene alla classe (A^ Bj C, D) poiché, a causa delle (34) edi2a + ^c==^0, 
la (A) trovasi verificata per la S, . 

Dimostrate così le proprietà enunciate per le superficie isoterme speciali 
complementari, osserviamo che, secondo il teorema del § 1 1 , la superficie 
isoterma speciale >' determinerà colle sue complementari un ciclo di 8 su- 
perficie isoterme. Per un teorema generale, che dimostreremo al § 19, tutte 
queste 8 superficie sono isoterme speciali della medesima classe; di più figura 
nel gruppo insieme a ciascuna superficie la sua trasformata di Christoffel. 
Colle formole (r) del § 11 questo si dimostra osservando che se m^j m^^ m^ 
sono le radici della (B) i due secondi membri delle (e) risultano eguali e per 
ciò 6" = e ®, il che significa appunto che la 1 6 la trasformata di Christoffel 
della S. 
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Queste proprietà singolari del ciclo di 8 superficie isoterme speciali pro- 
venienti da una data furono osservate dal Darboux (1. e). Nel caso generale 
che abbiamo considerato al § 11 la trasformazione di Christoffel fa uscire 
dal ciclo mentre nel caso speciale di Darboux trasforma il ciclo in sé stesso. 
Osserviamo ancora che se le tre radici wii, ^2? ^^h della equazione cubica 
sono reali, saranno pure reali le 8 superficie del ciclo; se invece p. e. nis è 
reale ed mi, w, coniugate immaginarie, saranno reali solo le quattro super- 
ficie 5, S, 2, 2' e sarà 2' trasformata di Christoffel di S e medesimamente 
1 di 5', mentre le rimanenti quattro superficie del ciclo saranno immaginarie. 



§ 15. 
Le quadrighe associate alle superficie isoterme speciali. 

Consideriamo una coppia (5, Si) di superficie isoterme speciali comple- 
mentari ed il sistema ciclico cqstituito dai circoli normali ad 5, 6', nelle 
coppie Pj Pi di punti corrispondenti, e prendiamo a studiare la superficie 2 
inviluppo dei piani dei circoli. Dimostreremo che l'elemento lineare di 1 di- 
pende solo dalle quattro costanti {Aj ByC, D) che individuano la classe delle 
due superficie isoterme. Così per tutte lo superficie isoterme speciali S di .una 
medesima classe (A^ J5, C, D) le superficie ^ corrispondenti sono applicabili 
runa sull'altra. Dimostreremo ancora, con Darboux, che per superficie tipica 
su cui le 2 sono applicabili può prendersi una quadrica Q (immaginaria), che 
diciamo associata alla classe (yJ, 7?, C, D) di superficie isoterme speciali. 

Per compiere il calcolo deirelemcnto lineare delPinviluppo 2 applicherò 
le formolo generali del Caj). XX delle Lezioni (Voi. II, pag. 204 e ss.), re- 
lative alla superficie inviluppo dei piani dei circoli in un sistema ciclico. E 
dapprima darò le formolo generali per il sistema ciclico normale a due su- 
perficie isoterme S, Si, trasformate Tuna dell'altra per una Dm di Darboux. 
I piani del sistema ciclico, colle notazioni del § 1, sono i piani normali 
alle linee y = cost. sulla superficie S; e se indichiamo con 4, ^, ^ le coor- 
dinate del punto di contatto del piano mobile col suo inviluppo 2, le for- 
molo (1) Voi. II, pag. 206, danno 

i=:x + P(À Xi + i^ X,) + QX,, (39) 
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e le analoghe per >?, C) (^o\e i coefficienti P, Q sono da determinarsi dalle 
condizioni 

le quali esprimono che il piano considerato è tangente a -. Da queste si 
traggono per P, Q i valori 

^' (?__1;l|J^, (40) 



m {^ L + (f H) ^ m{ L ] r^ H) 

onde le (39) divengono : 

^ = x- ^^^^^\^fi^ [T^ X X + L :^ X, + {2 7n^ + ^^ L) X,], (39*) 

Supponiamo ora che la S sia isoterma speciale ed appartenga alla classe 
(Aj Bj C, D) e la Si sia una delle sue tre complementari, avendo e, ic^ a 
i valori dati dnlle (36). Le (40), (39*^) diventano così rispettivamente 

w (o e — e 9) ^ m{b (S — e 9) ^ ^ 

l-=^x+ —I^zJl n X, 1 - u. X. + w XA — ,~-^-? - Xs . (42) 

Ora, secondo le forniole generali del § 296 delle Lezioni (Voi. II, png. 210), 
se poniamo 

a =^ Q - P iCj iS ==: P, ^ --_^ IV a ■{- m (f (7 iì -f- y, 
ossia per le (41) : 

^ ^ - ; ^ ^ > /3— - ,/""^ .. ^-; '^ [bo -[2ai-hc)], (43) 

per i differenziali rf;, (/>7, rf^ abbiamo 

d ; :-- .Y3 d a 4- [À .V, -i- y. X, + i(; A',] d /3 ( 44 ) 

colle analoghe per dr^ di; e quindi per Telemenlo lineare di 1: 

dV -Vàri' {-dK' =^da? -^'2dlìd^. (44*) 

Tn questo elemento lineare, espresso cosi per le variabili indipendenti 
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Si è visto al § 14 che ogni superficie isoterma speciale S possiede in 
generale tre superficie trasformate, le sue complementari, che sono ancora 
isoterme speciali e della medesima classe di S. Ora vogliamo stabilire una 
proprietà molto più generale e feconda di applicazioni, dimostrando che fra 
le oo* trasformate di una superficie isoterma speciale S ne esistono oo^ che 
sono nuovamente isoterme speciali e della stessa classe. Arriviamo dapprima 
a questo risultato fondamentale applicando opportunamente il teorema di per- 
mutabilità coll'ancnlisi seguente. 

Sia S^ una superficie complementare di S ottenuta colla trasformazione 
Djrii ^' Darboux, corrispondente alle speciali funzioni trasformatrici (36) 

OH ov ' , 

(46) 

a =:= 2 Wi — A. b = y e -= - I . 

^ fwi mi) 

Si consideri poi una qualunque trasformata S, della S mediante una tra- 
sformazione Dm, CI costante fni=\^niij per la quale siano /j, fi,, Wzj ?t, ^s le 
funzioni trasformatrici. Applicando il teorema di permutabilità indichiamo, 
come al solito, con iS' la quarta superficie dopo *!>, Si, S^. Sappiamo che si 
passa dalla; S, alla S' mediante una trasformazione D'm, e le funzioni tra- 
sformatrici per questo passaggio sono date dalle formole di composizione (IIP) 
§ 8, e cioè : 

— A'2 = A, + (wi ~ nh) li , [J^t — — r «2 + (mi — m^) ih , 

(fi Gt ^ <fiG2 

wt = -^ ?^2 + (wi — nti) Wi , ?-'« — r^ + (^1 — mg) (fi , } (47) 

O2 Gì Gt i 



(j,r=z [- mi— W,)(7i, j 

avendo posto 

(^, = Xi /2 + u.i [j., + Wi Wt — mi (cri <f, + (7, cpi). 

Se indichiamo con U^, L^, 3/, le quantità 77, L, M per la S^, abbiamo 
dalle (37) 

rr Gì L A- 2W2 r 92// — 2 Wi 

Ili =^ > Lo=^ 9 ì 

O2 Gì V 

' (48) 



\<>2 Cp2 ^2 Gì] 
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Ora dimostriamo che, legando soltanto i valori iniziali di ig, ^^g^ W'?? 
(fty <7j con una conveniente relazione lineare omogenen, possiamo ottenere che 
sussistano le formolo : 



9 



{w, ~ nu) {H, ^- f ), (f'2 -= {m, — mg) (7 — L^), ) 
w\ — (7n,--nh){a-~~M2)] ) 

allora, da quanto abbiamo dimostrato al § 13, risulterà che la So sarà an- 
ch'essa isoterma speciale della classe (A, B, C, D) e di più avrà per super- 
ficie complementare la S\ Per questo ossorvinmo che la prima dello (49) si 
traduce, a causa delle (47), (48\ nella 

— -(- fw, - w;2)^i= Wi-- m, U- L -f- -— + e , 
ovvero 

Ponendo per abbreviare 

W = ^ì>2 + (nu -- m,){Hwo — L a, — 2 ;(?,), (50) 

la nostra condizione si scrive quindi 

W = 0. ' (50*) 

Ora dalle (26) § 8 deduciamo 

y-* = (w^2 — nii) A, (e^ <Jì + e-^ 9.) , y^ -= (w'.> — Wi) fx^ (e?® a, — e^ >,), 
le quali formole, a causa delle equazioni 

e delle (16), si cangiano nelle altre 

a^o , A dL din a^^2 



2m 



, A dL din a^^2 , nF 2^ 1 ^ fi] 

[m. - m,) [a, ^ - ?. gyj . gy = (m. - m.) [.3 y^ + ?. y;-] 



Dopo ciò se formiamo le derivate della funzione % definita dalla (50), 
troviamo identicamente 

CU ^ 'OV 
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Dunque in generale l'espressione V è una costante e per soddisfare alla 
nostra condizione (50*) basta legare con questa relazione lineare omogenea 
i valori iniziali di Xj, j/^, t^?,, y^, a,. Dopo ciò la (50*), e quindi anche la 
prima delle (49) risulterà soddisfatta. Ma è molto facile vedere che anche le 
due seconde condizioni (49) si troveranno verificate, per la qual cosa basta 
introdurre in esse per 0, il valore ^\\ = (m, — m,) (L (Xg + 2 tt?t — B^ff) tratto 
dalla H^ = 0. 

Dimostrate così le nostre asserzioni (*), osserviamo che dalla tripla in- 
finità di trasformate di Darboux della S per mezzo di una D^,, a costante m^ 
fissa, la condizione 4^:=:0 fra i valori iniziali di Xj? Fi, w^2, ?«, ^t stacca 
una doppia infinità di superficie S^ isoterme speciali trasformate di S. Ab- 
biamo dunque stabilita la proposizione fondamentale seguente : 

Se si considera una superficie isoterma speciale S della classe {Aj Bj 
C. D) ed una sua complementare 6\ (**), derivata da S con una D^^ a co- 
stante mi, fra le oo' trasformate della S per mezzo di una trasformazione 
Dm, o costante fissa mi =[= w, , ne esistono cx>* che sono isoterme speciali della 
medesima classe (.4, J?, C, D), e si ottengono legando i valori iniziali delle 
funzioni trasformatrici X,, fJ^g, '^2) 72? ^2 colla relazione lineare omogenea (50*) 
W = 0. Inoltre la quarta superficie S' del teorema di permutabilità è anche 
essa isoterma speciale della classe {Aj B, C, D) e precisamente complemen- 
tare di S% come S di S^ , 



§ 17. 
Integrale primo delle equazioni differenziali (I) 

PER UNA SUPERFICIE ISOTERMA SPECIALE. 

Della proposizione fondamentale sopra stabilita vogliamo ora dare un*altra 
dimostrazione più diretta e completa, ove non faremo uso del teorema di per- 
mutabilità e comprenderemo non solo il caso m, = mi sopra escluso, ma ben 
anche quello in cui Tequazione cubica abbia tutte le radici nulle. 

(*) Rispetto alla roalità delle trasformazioni vedi più avanti la conclusione del § 18. 
(**) Con questo naturalmente escludiamo che la S sia singolare nel senso del § 13. 

Annali di Matematicn^ Serie III, tomo Xl. 10 
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Perciò conviene prima trasformare il risultato ottenuto al paragrafo pre- 
cedente: che per una superficie isoterma speciale il sistema differenziale (I) 
possiede l'integrale primo (|/ = cost. Osservando le (46), abbiamo 

^ = e^ K—h—e^ -^ l^ì — (w, ff + m, e) ^2 + (a — Jlf — 2 m, + 2 m^) u?j + 

+ (m, L — TWi è) (T« , 
e per le (35) possiamo scrivere 

+ {m,L + B)o,, 

facendo comparire solo le costanti (A, B, 0, D) che individuano la classe 
di S. Così intanto abbiamo il teorema notevole : 

Per una superficie isoterma speciale S della classe (.4, B, C, /)) il si- 
stema differenziale (I) di Darboux, per una trasformazione Dmi possiede 
V integrale primo 

e^~l — e^~lu — {mH-\~ C)o + (2m — A — M)to + ) ^ 
u dv ^ ^ ' / 7 ' \ } (C) 

+ (m L + J5) c7 = cost. ; 

Cominciamo dal dare una nuova e diretta dimostrazione di questo teo- 
rema, senza appoggiarci sul teorema di permutabilità. Osserviamo perciò in 
primo luogo che all'equazione {d) del § 13 

d^H 8 dH dO SH_ 
dudvdvdududv ' 

alla quale abbiamo visto soddisfare la curvatura media H di qualunque su- 
perficie isoterma S, si può dare l'una o l'altra delle due forme equivalenti 

V\ Ó U ) OH OV Ó U\ ÓV ) ' ÓVOU ^' 

Supponiamo ora di più che la S sia isoterma speciale della classe (A, B, 
C, D) e valga quindi la (A) § 12 



«•r 



f )'+ (^' 1?)'+ ^^* + 24M+25fl'+2(7L + I>=:0. 
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Derivando questa rapporto ad u, v coll'aver riguardo alle (32) § 12 ed 
alle superiori {e), ne deduciamo le altre 



d 
d 



i(é^^^\ = eol^^^ + {A + M)'- + Ce'>-Be-'> 

u\ cu J V ov ^ ^ r% 

v\ Cv I cudù Vi ! 



if) 



d 

Ed ora se formiamo le due derivate della funzione 
^ = eO^^^)^ — e'> j^(ji — {mH+ C)<f + {2m — A — M)w + 

+ (w L + B) ff, 

osservando le (e), (f) e le (32) § 12, nonché le equazioni differenziali (l), ve- 
diamo che si ha identicamente 

du "' dv ' 

dunque il sistema differenziale (I) possiede l'integrale primo ip = cost., e. d. d. 



§ 18. 



Nuova ricerca delle trasformazioni per le superficie isoterme speciali. 

Appoggiandoci sul teorema nuovamente stabilito, prendiamo ora una tale 
soluzione (X, ^, w;, y, a) del sistema fondamentale (I), (II) che la costante del 
secondo membro nell'integrale primo (C) : (p=-cost. risulti nulla: dimostre- 
remo allora che la superficie trasformata /S, sarà isoterma speciale della classe 
(A, B, C, D) di S. 

Per ipotesi sussistono le due equazioni 



c«® 



e'l^l-e'^-^lJi-{mn+C)<f + {2m-A-M)w+ \ ^^^^ 

+ (m L + B) (7*^- 0, ) 
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e il nostro teorema sarà provato se dimostriamo che ne segue l'altra 

'"' [(^g^'F+ (l?)1 + 'VI f 2 ^ Af. - 2 B ff. 4- 2 e L. + D = 0. (53) 

Sostituiremo perciò nel primo membro di quest'ultima per Hij Li, Mi 
ì valori (37) ^14 verificando che ne risulta un'identità. Ora, derivando la 
prima delle citale (37) rapporto ad m, r, tenendo conto delle (l) e delle (32) 
§12, troviamo le seguenti : 

cu cu ' e V ov ^^ ^ ^ 

dove A ha questo significato : 

A = ^-A_?Jf, (54*) 

^ O Off 

colla quale notazione la formola (37) per Af, si scrive 

3f, = J/^Atr. (55) 

Facendo nella |53) le sostituzioni date dalle (54), (55 s (37), sottraen- 
done la «51), poi dividendo per A, resta Inequazione equivalente alla (53): 

A a* + ^M -f 2 e^U ^ — X ^^^] ^ i2 Jf - A IT) tf ^ 2 J tr — 

Se ora ricordiamo che per la di) /* -i- a* — ir* ^^ 2 w y ^ ed alla prece- 
XHTìùi Smangiamo il doppio della (52) la trasformiamo nell'altra 

2 HI ^ T V 4- 4 w if — 2 w W y — 2 w L j = 0, 

Tue * in*Ì!»f»*iitità a causa della ^54*\ 

Abòiamo co$ì dimostrato il teorema : Fra le ce' superficie isoteì-me de^ 
iiftéi iti %na superficie isoterma spedale S con una trasformazione Dtn di 
Pi-T3«im 'X C'ìiftante fissa qualunque iw, ne esistono <x' isoterme speciali e 
ùi''i 'fiiiiit di 5. Oneste si ottefujono xincolando linearmente ed omogenea^ 
mmu'H \ fì'iLori iniziali delle funzioni tì^as formatrici per modo che la costante 
ùi'l iH'inntto membro nelV inte<jrale pHmo (C) § 17 ne risulti nulla. 

2^v'u n£ni:aè non resti dubbia 1 effettiva esistenza di tali trasformazioni 
^wr^ rin 'iene inct)ra accertarsi che le due condizioni imposte ai valori ini* 



- ^ _• 
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zìali, la prima lineare omogenea data dalla (52) Tallra quadratica fornita 
dalla (II) }} -\- u* -\- w^ = 2mff(7^ sono compatibili fra loro con valori reali. 
Ma da quest'ultima si ha 

2 
dopo di che la (52) moltiplicata per -^ diventa coireliminazione di y 

(m H + C) [f A y+ f . .-_y+ {."'.]] .^ 2 eo '^ - ^ - 2 .« |? -'^ + 
' [\ m ^; \ wi ^1 \fnGj \ OH ma dv — 



m G 



Escludendo il caso delle superficie a curvatura media costante, per le 
quali il risultato che vogliamo stabilire è ben noto, è certamente m H -{- (7=1=0 
e la precedente divisa per m H -{- C si scrivo 

X d u I , I (J^ I dv \ . ( tv A + M — 2 m 



+ hh + ~«-r7-, -t- 



( '"_ 4- ^ + J/ — 2 wV— 



1»» ff m R -\- C/ \m<i tnH -\- C 

{mH+Cy 

Il numeratore del 2.** membro, in forza della (A) § 12, è identicamente 

D C 
eguale a (2 m — .4)* + 2 i), ossia, se indichiamo con f{ni) il primo 

membro dell'equazione cubica (Bi 5$ 13, a ^ A"* . , talché la condizione da 

soddistarsi dai valori iniziali di — > — ^ — è : 

m ' ma ma 



dn \ , \ u. . ^ 8 1? I . r ti^ . yl 4- J/ — 2 m\« 



m a " m II -{- 67 "^' \m a "^ wi /i + c! "^ lin"^ "^ mH + C 

m (in H + Cy 
Si può dunque soddisfare con valori reali tutte le volte che m verifichi 



146 Bianchi: Ricerche sulle superficie isoterme 



la digegaaglianza 



f{m) 4 (m — irli) (m — mt) (m — ma) .^^ ^ 



m . m 



indicando fn,, m^j niz le tre radici dell'equazione cubica (B). Esistono quindi 
effettivi intervalli per m nei quali le nostre trasformazioni Dm, che cangiano 
la superfìcie isoterma speciale S in altre della medesima classe, sono reali. Ed 
anzi nel caso in cui l'equazione cubica (B) ha radici tutte nulle, caso che 
prima (§ 16) era escluso, la dise^uaglianza è sempre verificata, qualunque 

sia m, perchè allora '-^ = 4 m*. Si osserverà ancora come segua dalle pre- 
cedenti formole che quando m assume uno dei tre valori w,, mg, ni^ le tra- 
sformazioni reali della nostra classe si riducono all'unica che cangia S nella 
relativa superficie complementare iS,, Sg, S^. 



§19. 

Il teorema di permutabilità per le trasformazioni 
delle superficie isoterme speciali. 

Veniamo in fine ad applicare il teorema generale di permutabilità alle 
nostre trasformazioni delle superficie isoterme speciali. Dimostreremo la pro- 
posizione finale seguente : 

Se da una superficie isoterma speciale S della classe {A^ Bj C^ D) si 
passa ^ colle rispettive trasformazioni di Darboux Z)„,, , -Dm,, a due nuove su^ 
perfide isoterme speciali della classe {A^ J5, C, D), anche la quarta su- 
perficie S' del teorema di permutabilità è isoterma speciale della stessa 
classe (•). 

Adoperando le solite notazioni, dobbiamo qui supporre che le funzioni 
trasformatrici (X,, p^, w?,, (f,, jj), (X,, f'», t^«, ?2, (^i) pei rispettivi passaggi 



{*) Questa proposizione comprende evidentemente, come caso particolare la seconda 
parto del teorema al § 10. 
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da 5 a Si ed a Sz soddisfino le relative equazioni (C) 



6»^) - 

e -^ Aj — 

U 



dH 



«» =^ (/. — («I, ff + C) 9. -f (2 w. — i — 3/ ) tr. + 



(56) 



t -x A, 

Cu 



~é 







+ (w, L + jB) (7, = 0. 



(56*) 



La proposizione sarà dimostrata se si prova che i valori delle funzioni 
trasformatrici X',, /i, w\^ ^\j a\, dati dalle formole di composizione (III) § 8, 
pel passaggio da Si a iS' soddisfano conseguentemente alla loro volta l'equa- 
zione analoga 



^'4?^ ^'^ - ^'' ^ f^'i -K ffi + C/) f » + (2 m,-A -M,) iv\ + 

U V 



(57) 



+ (>M,I/j + B)ff',=0. 



Ora moltiplichiamo la (56) per ? la (56*) per w, — Wi e som- 

mando, coll'aver riguardo alle (HI) § 8, troviamo la formola (58) 



s^H,, 



— e' \~- X'i 

OH 



»e 



dv 



(i\-C:f\-{A + M)tv', + Bo', 



- "{-■ :t 



+ fili (mi — m 



l) ?>2j 



+ 



+ 2 Uwi — i- M?! + m, (f»2 — Wi) u^2 + 
+ L W| -- + mg (mg — m,) jg == 0. 



(58) 



Ma si ha per le (54) 



( 



A 3 Hi f^d H . . ^ ad Hi 

e®» ^ - = — ^-^7^ |-A,).i, r' 



dtt 



A _g ^ 2u?i 

(7l ^j (pi (7i 



ov ^ 



e quindi, sottraendo la (58) dalla (57), quest'ultima si cangia nell'equi- 



\ 
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valente : 

A, //, A , — jx, ;/ 1) — fili f/| /, -f- (2 ffh + M— Mi) w'i + nii L, o\ + 

— L w, ~ + ^1 (wj — Wi) 7 J = 0. 
Se in questa sostituiamo per H,, Lj, Af, i loro valori (37) § 14 
ili = j Li = ' 9 Mi = M + \iW,. 

il primo membro diventa una funzione lineare intera di Hj L. Ma i tre coef- 
ficienli di questa funziono effettivamente calcolati, col tener conto dello (III) § 8 
dell' identità \] -|- (xf + w\ == 2 nii y, a, , si riscontrano essere tutti nulli. 
Dunque la (59) è verificata, e per ciò anche la (57); così è dimostrato l'e- 
nunciato teorema di permutabilità. 

Ed ora se applichiamo le considerazioni del § 10 per le attuali trasfor- 
mazioni dello huperficie isoterme speciali di assegnata classe (A, B, C, D), 
veniamo a stabilire il teorema : 

fìe di una superficie isoterma speciale della classe (^, J5, (7, D) sano 
note tutte le trasformate isoternie speciali della stessa classe^ si possono tra- 
vare con soli calcoli di derivazione tutte le trasformate delle nuove superficie^ 
e così di seguilo illimitatamente. 

Possiamo poi riguardare questi risultati come concernenti le superficie 
applicabili H()[)ra la superficie 1 associata alla classe (^4, B, C, D) e di cui 
abbiamo calcolato, al § 15, l'elemento lineare. Per questa classe di superficie 
ni)plicabili la teoria e cosi portata al punto stesso raggiunto dalla teoria delle 
superficie a curvatura costante (applicabili sulla sfera o sulla pseudosfera). 

Introducendo la quadrica generale (immaginaria) Q^ di cui al § 15, pos- 
siamo enunciare il nostro risultato finale così: 

Se di una superficie ^ applicabile sulta quadrica generale Q sono note 
tutte le oc' trasformate contigue {applicabili sopra Q^^ le trasformate delle 
nuove superficie si avranno senza alcun calcolo d'integrazione. Per tal modo 
si conosceranno in termini finiti 00*^ superficie applicabili sulla quadrica Q. 
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§ 20. 



Caso particolare delle superficie minime e a curvatura media costante. 

I risultati a cui siamo giunti nel corso della presente Mennoria sono di 
natura assai generale, comprendendo estese classi di superficie. In questi ul- 
timi paragrafi del lavoro vogliamo brevemente indicare alcuni casi particolari 
notevoli. 

Cominciamo dalle superficie d'area minima o a curvatura media nulla e 
più in generale da quelle a curvatura media costante, che sono le più sem- 
plici superficie isoterme speciali. Troviamo allora quelle trasformazioni di 
queste superficie che provengono dall'inversione dei teoremi di Guichard, tra- 
sformazioni di cui mi occupai in altri lavori (*). 

Supponendo in primo luogo che la S sia ad area minima, potremo fiire 

ds^ = é'^{du'' + dv*) 

r, = — e^\ r, = < 
e per ciò 

ir=0, L = ~2, 3f=0. (60) 

Considerando la S come * superficie isoterma speciale in cui tutte quattro 
le costanti A, B, C, D sono nulle, saranno applicabili i nostri teoremi gene- 
rali, come del resto è facile constatare ogni volta con calcolo diretto. L'in- 
tegrale primo (C) delle equazioni differenziali fondamentali diventa qui, a 
causa delle (60) : 

te? ^— (7 = a (a costante). 

Se si prende nulla la costante a, la superficie trasformata S, sarà ancora 
ad area minima, come risulta dal teorema generale al § 17, o come dimo- 
strano subito le formole (37) del § 14. Una tale coppia (S, S,) di superficie 
minime, trasformate l'una dell'altra per una Aw,, è un inviluppo conforme di 



(*) Sulle trasforìnazioni delle superficie a cuìDatura costante. Questi Annali^ Serie 3.^, 
Tomo 3 e : Sulle trasformazioni delle superficie d*area minima. Rendiconti dei Lìncei, set- 
tembre 1899. 

Annali di Matematica^ Serie III, tomo XI. 20 
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indi 

Riguardando la 5 come isoterma speciale della classe 

tutti i nostri teoremi generali saranno applicabili, in particolare l'integrale 
primo (C) delle equazioni differenziali fondamentali assumerà qui la forma 

^ — ^ 4_ 2ic ri^a [a costante). 

Se prendiamo le funzioni trasformatrici X, y., t(?, y, o in guisa che la 
costante a si annulli, anche la superficie trasformata Si sarà a curvatura 
inedia costante ^==1, giacche le (37) § 14 danno subito 

F, = l, L, = l, 3f. = Y- 

Così, procedendo come nel caso superiore, troviamo il teorema analogo : 

Se di una superficie S a curvatura media costante si considerano due 
trasformate contigue ^\, S, colla stessa curvatura inedia di S, anche la 
quarta superficie S' del teorema di permutabilità ha la medesima curvatura 
inedia costante. 

Nel caso attuale poi i luoghi dei centri dei quattro sistemi di sfere sono 
applicabili due a due sul medesimo ellissoide (allungato) o iperboloide (a due 
falde) di rotazione. 

Osserviamo ancora che se delle quattro superficie a curvatura media co- 
stante S, Si, S,, S\ prendiamo le rispettive parallele a curvatura costante po- 
sitiva, possiamo riguardare il teorema superiore come teorema di permutabilità 
per le trasformazioni reali delle superficie applicabili sulla sfera. Proprietà 
del tutto analoghe hanno luogo, senza che vi insistiamo, per le trasforma- 
zioni delle superficie pseudosferiche. Questi teoremi di permutabilità possono 
del resto geometricamente dedursi da quello elementare delle trasformazioni 
di BÀcklund; ed anzi da queste considerazioni geometriche, le quali dimo- 
stravano il teorema di permutabilità in casi particolari, fui condotto alle ri- 
cerche generali esposte nel presente lavoro. 
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§ 21. 



Altre classi notevoli di superficie isoterme speciali. 

Dopo le superficie a curvatura media costante o nulla sono notevoli, come 
superficie isoterme speciali, quelle superficie S che si ottengono quali imma- 
gini delle superficie ^ a curvatura media costante o nulla dello spazio gene- 
rale di curvatura media costante, rappresentando nel noto modo conforme 
questo spazio sull'ordinario spazio euclideo (*). Proveremo in effetto che 
queste superficie S sono isoterme speciali e determineremo la classe a cui 
appartengono nel modo seguente. 

Abbiasi nello s[>azio di curvatura costante K^ una superficie S di cur- 
vatura media costante //. Le sue linee di curvatura w, v formano un sistema 
i??otermo, al quale riferendo la superficie abbiamo per Telemento lineare 

1 1 



Pi ' Pi 



Le equazioni di Codazzi danno poi per le curvature principali 
di 2 le formole 

A = • (4 + O, ^ = } (* - e--,, 

mentre Tequazione di Gauss si traduce nell'equazione a derivate parziali 
per 6 : 

L:+k.+(^'+4-)'"-v=»- , ("> 

Se dello spazio curvo facciamo la rappresentazione conforme sull'euclideo 
colla nota formola di Riemann, per l'elemento lineare del primo spazio avremo 

ds = ^^ — , 

i*} Qii'iste »ii|>'?pric'io ÌHoterine furono considerate la prima volta nella mia Memoria 
«iel J8SH fie^Hi Alti ^hn lAanal, Molto posteriormente se ne occuparono i geometri fran- 
'Jesi, irj particol-in; TifyiiAUT. 
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adendo posto 



^ = l + ^{x* + y*+z*). (61) 



Indicando con S la superficie immagine di i, la S avrà, come 2, le lineo 
di curvatura isoterme e l'elemento lineare 

ds^ = l'e'Udu^-\-dv*). 

Per le curvature principali — , — di 5 dalle formolo del Voi. I, pa- 
gina 514, abbiamo 

^- = -1 - (» + e--) + Si W, j- = ij (» _ .-.., + SlW, 

dove con W =^Xx -{- Yy -{- Z z si indica la distanza dell'origine dal piano 
tangente di S; adoperando le consuete notazioni della presente Memoria, ab- 
biamo qui adunque 

Ed ora per dimostrare che S è isoterma speciale e per determinarne la 
classe, dobbiamo determinare le costanti .1, By C, D in guisa da soddisfare 
l'equazione (A*j § 12 : 

A, L + M' + 2 A M + 2 B H + 2 C L + D =- 0. (63) 

Ma si ha (Voi. I, pag. 146) 

A, L = A. >. = --^ (a:* + y' + z*— W), 
ossia 

A,L = A%(L— 1) — -^^-- 

e sostituendo nella (63) i valori (62} per 77, L, M ed il precedente per Aj L 
troviamo 



Concludiamo di qui : Le immagini euclidee delle superficie di curvatura 
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completamente. Le superficie in questione si hanno dunque in termini finiti, 
come già osservai nella mia Memoria del 1888 sopra citata. Queste superficie 
furono poi particolarmente studiate da Thybaut nel Tom. 17, ser. 3.* degli 
Annales de VÉcole Normale supérieure (1900) e caratterizzate dal fatto che 
le sfere tangenti alla superficie e ad un piano fisso (piano limite della me- 
trica non euclidea) tracciano una rappresentazione conforme della superficie 
sul piano (*). Colle nozioni attuali sulle trasformazioni di Darboux possiamo 
dire in altre parole : Le superficie attuali sono le trasformate di Darboux 
del piano, considerato come superficie isoterma. 

Possiamo darne una nuova dimostrazione osservando che per le superficie 
in discorso la prima delle (64) dà l'equazione caratteristica a derivate par- 
ziali : 

D'altra parte, considerando un piano come superficie isoterma ed appli- 
cando le formole (37) relative alle trasformate di Darboux troviamo appunto 
che per queste trasformate del piano si verifica l'equazione superiore. 



§ 22. 



Le superficie isoterme speciali con B = 0. 

Le superficie isoterme speciali a cui siamo giunti nel paragrafo prece- 
dente con considerazioni di geometria non euclidea hanno questa proprietà 
comune che per esse B = 0. Vogliamo ora terminare dimostrando che le su- 
perficie isoterme speciali con £ = 0, oltre quelle del paragrafo precedente, 
sono unicamente le superficie di curvatura media costante e le loro trasfor- 
mate per raggi vettori reciproci. 

Supposto che per la superficie isoterma speciale /S sia i? = 0, sarà anche 
i:^0: e le formole (43) del § 15 dimostrano che allora le funzioni «, & si 



(*) La stessa cosa, sotto forma leggermente diversa, trovasi stabilita nelle mie Ri- 
cerche di geometra non euclidea nel Tomo II, Serie 3.* di questi Annali (1898). 



.■i» ^ -■ 
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riducono a coatand, onde ie 44» «iaimn 

cioè ; — £^. yt^=.'y. ; ^= r^, emendo i,. jf,. J, tre coetanti. Tutti i piani del 
sistema eiciico aomiaie aiie ine soperiìcie «mplementari 5, Si passano dunque 
pel punto d>3o i.. ?r.,, i» e aoiutii, per un noto teorema (Voi. II, pag. 157), 
i circoli 5ono aomuiii ad ona rfera tìsa col centro in (;o, )7o, ?•)• Questa 
sfera può «essere reale od ìmma^naria eii anche ridursi al centro, annullan- 
dosi :i ra:rz!o. Se la stera non ha ragxio rollo, si assuma come sfera limite 
deìla rappresentazione conforme deìlo spazio di corratura costante sull'euclideo, 
ove allora i circoli normali alla ^n limite rappresentano geodetiche dello 
spazio ourvo. Le due snperficie 5. 5^ ìono le immagini di due superficie jpa- 
rLt*l(fle dello spazio curvo, che risultano rappresentate conformemente l*una 
sulfaltra ed hanno quindi :a meìeéma enrTamra media costante (*). 

Se poi la sfera si riduce ai centro il^, jf,, Ct» p^r questo punto passano 
tutti i circuii del sistema* ed unVnver^ione per raggi vettori reciproci con 
♦{ue5>t»> centro canaria i circo!: ia rette e le due superficie isoterme speciali 
coiupìementari in due supertìcie parallele ideilo spazio euclideo) rappresentate 
ootifortuemeute Tuna sull'altra, e quindi H curvatura media costante. È fa- 
cilv* ora provare inverjamente che ogni trasformata per raggi vettori reci- 
proci di una ^uperticie -S dì curvatura media costante è una superficie iso- 



^•^ vOii'\<* i j»:vK»;ncK;w Ikni :K»ca ;.ci jw^jmetria euclidea, si dimostra con eguale facilità 
\'.\ \\\Ktw{Vi.% v>l 'i:OA v.>vl i^HH'òoIicx P^r t»seaipu\ se lo spazio è ellittico, di curvatura 

/v^, — ^^. .» ovMx.vioiM.i tK> Ita su^v*rdcì«* > rì:eriwi alle sue linee di curvatura, colle no- 



\ 



I i'.u»in o o»»ì: > v»:'ai.»:v» à«»i ^ '^'l.\ V n. I ,l»s4^. t9T^ troviamo che l'elemento lineare della 
mip.MiU'K» n; ^'^:'i'.\vK id S >? ài:^^4a:.? ia v^uesca di un tratto =a è dato da 






ì>vM .. . b\i !«^ - (oos -TT- ♦- — sen— . Gdv\ 



So U I' \|»|»rv^<.vii \ .ivK^ vii ^' sa S vvrt^^ruie si deve avere 






o (|iiiiiih o r, — /^4 (iivMViV ^^woiv r — *^^oot. '- . Così S, 5' hanno la medesima 
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terma speciale con B -- 0. Ed infatti se prendiamo per origine il centro dMn- 
versione ed il raggio —1, le formole d'inversione 

xr -f- yM- 2:- ^ ;r» + y* -{ z% .r- -l if + z^ 

danno 

rf s ' -- - - /' ? A ^L^ .r- -f y« + a:-. 

A- ' :7 ' 

Procedendo in modo perfettamente analogo a quello del § 21, troviamo 
che la superficie S , inversa della ^ a curvatura media costante :^^ //, è iso- 
terma speciale della classe 

2 4 

Se ricordiamo poi che le uniche rappresentazioni conformi dello spazio 
euclideo sopra se stesso sono date dalle inversioni, possiamo enunciare il ri- 
sultato ottenuto col teorema : L« superficie isoterme speciali con i3 — ^ sono 
tutte e sole le immagini nello spazio euclideo delle superficie di curvatura 
media costante degli spazi di curvatura costante positiva^ negativa (o nulla) 
in una rappresentazione conforme di questi spazi sulVeuclideo, 

Pisa, Luglio 1904. 
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Sulla teorìa dei gruppi discontinui. 



(Di Guido Fubini, a Catania.) 



1. La 



§ 1. JJa teoria dei gruppi discontinui (cioè seìiza trasformazioni infi- 
nitesime) (*) di proietti vita su una sola variabile è dovuta nei suoi tratti es- 
senziali a PoiNCARi^i e Klein; qualche interessante risultato è dovuto a Hilbert 
e dimostrato da Blumenthal. Qualche caso di gruppi a due variabili fu stu- 
diato da Picard nei primi volumi degli Acta Mathematica^ i gruppi, che la- 
sciano fissa una forma, o un sistema di forme quadratiche o Hermitiane 
del tipo ellittico o iperbolico furono studiate in una mia Memoria degli Atti 
deW Accademia Gioenia di Catania (1903), che io citerò con (A). Ecco qui 
i teoremi principali finora noti : 

L Teor. di Poincaré: Un gruppo discontinuo di proiettività reali in 
una variabile 2r, opera in modo propriamente discontinuo sulla e, immaginata 
come variabile complessa. 

IL Teor, di Poincaré. Sia dato un gruppo G di proiettività P reali o 
complesse su una variabile z. Se noi pensiamo z come parametro definente 
una retta variabile di uno dei sistemi di generatrici (immaginarie) di una 
quadrica Q di tipo iperbolico esistente in uno spazio S euclideo a tre di- 
mensioni, ogni P definirà una proiettività P' reale in S, trasformante Q in 
se stessa. Il gruppo G' così ottenuto di proiettività P' è propriamente di- 
scontinuo entro Q. Il gruppo G opera o no sulla z in modo propriamente 
discontinuo, secondochè un poliedro fondamentale di G' ha o non ha qualche 
faccia su Q^ o qualche vertice esterno a Q. 

III. Teor. di Hilbert-Blumenthal. Sia dato un gruppo G di proietti- 
vità Pi reali unimodulari su di una variabile complessa ^|; i suoi coefficienti 
siano numeri interi in un campo algebrico /Ti, reale insieme ai campi con- 



(*) Alcuni autori danno un altro significato alla parola: <fi(/ru})po disronUnuo f>. 



1?'.' /"«'•]• /■ **'■'</ *'."riii 



ìuiThTi H. , // /7..I . e 'n^idr-Miun-» insieme a ognuna •l»/]!*- P }r ;i:ii»f^- 

TÌv:Tà i',. P; P, c^v.. iì'^ xz»^ ^. 1:!;. ve vaiiahili ^.. ^j -,» ' . L jri- 

d'jTTO delle i*. . P P., -: il. ::^i:i c*u I\ Lt? /* f»»rir.am> UH ffr uM». ^ijit^ 

ìAi'Ar :ii nii'ilu iT"i-!ÌLi:r:^'rj:n.- -i -•••• i. !»':•> -m!1- variabili :?., j. Tn. - 

Rii-'»idr*ro aiiO-ra ^ìir '.a t- i..» iv !:i r •ìuzione lìelle fV.rnie àfrf.iz't niii- 
'Ì!oTÌclie Tt-ruarie fu -hiii.-:;.:.! ■;:! Kiein -tt" ìa tuiuia : 

IV. 7V'»/'. •// Kle:n. V ^:\:\\- :r;!e ì . ^«/.jt ?a ' /, i- = K i, o ai"». 

]- '/ ìj ^'.'110 iiiTfìi lazi'i!.-... ;^! :-:-: !iì iiaij»»:^ è uiruale a — 1. .i»*-:'*. :i 
ino'ii.» i'riiì»riameiiiv lìi-^c. : :.: :. - - .r i mi.»- T»nia!Ì»^ iiuaòiaiiche Crri.:t: i 
i;ij»-fficienti raziimali. 

Infine nella mia Mrri. :,-. A :• :" Jai-» i se-^u^fnie irorema ^-r; r-Ktt. 
•li cui i in'imi tre i-ie». •i-r!.:. - ' . = :^: : ;iii.»i'lari-sÌHii : 

V. r^or. Un ì:f il ; : :- :.: :. i .■ -ì; [loiviTiviià reali oomiò«ì?'t- . iiit 
na&foiinino in se lum ::::-. . : ■.■Ìì-.t^'M •Heiiiiitiana del iij»ti èlL:r:.'.'. 
iperbolico, opera in n> -i" ; : ] r iri.n.Té <i:>c-i iiiiiicu >ui jiniiti reali cc^nìT'ifaTi. 
di una conveniente r»ri;; iir «j-jjv -pa/:" arnbieiite. 

In ìA) ho pup' •i:ni^-:.r.; •).• : 

VI. Teor. . 11 T-ii-nj.-. V ^ì \h(» •-??t» i.»iere ai siglerai di foru:^ ^^ut- 
draticlìe u Herniiiian»*. 

Su ciò ritoriKMvni'.' i.r: jii-*-i.:e iavuio. 

Corollario iniineiì.^io i>i !•:;■! -ini V. VI è ìi segueiii»- leurrnii» :l* :l- 
rlude in se i tenrenii di V*.'i>*:Ahi e* lue oa^i a-*oluiamenie { an.O'.:*i!- : 

VII. Un gruppt» di iipjvinjrijT; in lìiia inetuea definita da UT.h j:':tiìl 
quadrica, ossia in uno >paziu éucie ■. e.jtti-:') *» iperb'dicu iiMi:-t-U'.-jòf. i. 
(juante si vogliano diraen^iuni. >e •- Ji-;'/niinuo, è anehe pr».»pr:*tiLrLir l- 
scontinuo. 

In (A) ho pure dimostrato ci'.e : 

Vili. A ognuno de; irruppi G. i: >■ s-. -; tratta nei leomni V * TT; 
corrisponde una metrica, defiinta da ui.a ì'^.na ilìH'erenzìale •juad:À::c'B :*\r^ - 
tiva, che ammette un gruppo continuo «J: J-ik -li movinienii. d; o-i 'Ix * ni 
sottogruppo discontinuo. 

Lo scopo del presente lavoro è Oi miti t*-. tutti ijue^ii r.^uitaii >{•:« ni 
unico punto di vista, di ridurne le oiinv-'j^ZiOM alla ma^^i^iraa -enci} .:c::ii;.. e 



(*) Diciamo [ii*iMi*iriviù omìh.' u--, . je.-- . •• ..*;i. 
'numeri coniugati rispottivamenT** u.'. ..uui». //, . //, . //,„. 



ì: •: j"... rirrlì' -j*. -.-': 
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studiare senz'altro i gruppi proiettivi più generali in quante si vogliano va- 
riabili, di studiare insieme i gruppi discontinui di movimenti in una metrica 
qualunque definita da una forma differenziale positiva, quadratica o no, che 
ammette un gruppo di Lie di movimenti, di approfondire infine le relÉ^zioni 
tra tutti questi gruppi, mettendo anche in rilievo i casi particolari più notevoli. 

Gli ultimi paragrafi sono dedicati a un rapido cenno sulle applicazioni 
dei nostri gruppi alla teoria delle funzioni (automorfe), e alla teoria dei nu- 
meri, ossia alla teoria deirequivalenza di forme algebriche intere a coeffi- 
cienti interi, non solo nel campo assoluto di razionalità, ma addirittura in un 
qualsiasi campo algebrico. 

Ricorderò infine che le proiettività su una sola variabile furono da Poin- 
caré e Klein distinte in ellittiche, iperboliche, paraboliche, lossodromiche ; 
nella mia Mem. cit. (A) io ho dimostrato che i movimenti in una metrica 
definita da una quadrica (metrica di Cayley, ossia a curvatura costante) a 
quante si vogliano dimensioni si distinguono pure in ellittici, parabolici, iper- 
bolici e lossodromici (prodotto di un movimento ellittico per un altro para- 
bolico iperbolico) Nei casi generali, che noi studieremo, è impossibile giun- 
gere a una classificazione tanto precisa e uniforme per casi tanto disparati; 
io mi accontenterò perciò di premettere alcune proprietà, che, caso per caso, 
potranno facilitare una tale classificazione, e che in ogni modo ci permette- 
ranno di dimostrare in più modi qualcuno dei nostri teoremi. ^ 

§ 2. È ben noto dalla teoria dei divisori elementari, che una proiet- 
tività x'i =^ y^aik^h iij k^^ly 2,..., «) in n variabili è, con una trasfor- 
mi- 

inazione di variabili, riducibile a essere prodotto di più proiettività parziali, 
tutte operanti su variabili distinte, del tipo 

oppure 

z\ — piZi + e.ì; Zi —piz. -\- z^)]. . . ; 0,„.,-=p (Zm-i -f ^m); 

Z fn ~— P ZfYi 

che noi diremo proiettività a un ciclo di una o di m variabili, di radice p 
(la Zi sarà detta la prima variabile del ciclo). Le radici dei singoli cicli par- 
ziali non sono poi altro che le radici dell'equazione (caratteristica) 

(fik -Ukp\ ^0 {e/i --■-- 1 ; cik - - ( / =1= /• ; ). 



r . ^ 



In'2 Fréhini: Stélla teoria 



L Dunro <*n^* ha nulle tutte le nuove coordinate ^, eccetto che la prima 
f?o*)r'iinara di un certo cicli>, ^orà detto punto sostegno di quesiti nclo ed è 
un punto Insriafo fisso dalla proierrività in diaeor?o. 

Teor. .SV/7 P una proiettirità reale , rhe lasria fissa ima forma 

V T: X. . . . Xni] se essa^ ridotta a forma rationtra contiene un rirlo yo più 
ridi) a ìtn termine^ la rw radice è in modulo differente da — 1, oppure 
contiene un cielo //> più cidi) a più di un termine y i punti sostegno di tutti 
^juesti cieli giacciono sulla varietà V —0. Se P contiene due (o più) cieli a 
più di un termine^ la retta^ che ne congiunge i punti sostegno giace su F = 0. 
Se di due punti A^ /?, lasciati fissi da P, il punto A non giace sulla V=:^0 
e la retta A B non e tutta composta di punti unitiy B giace sulViperpiano 
ffolare di A rispetto alla V - 0. Se A^ B sono i punti sostegno di due cicli 
a tm sol termine di radici ^i, p. e se è o^ p'! '^' =\=h 1/1 = 1, 2,..., n — 1) 
allora fi giace sulla h^^^'^ polare di A rispetto alla F = 0. Se pf p? *== 1 
per h 0, I,..., n allora la retta A B giace sulla F=:=0 ecc. 

Infatti Re z\ - pz^ h un ciclo a un termine di radice p (in inodaio dif- 
ferente da \) della nostra proiettività P e V ^=^f{ZiZi. . . Zn) è la no«»tra 
fornia mutata in aè stewa dalla F, la semplice sostituzione dimostra che in V 
h nullo il coefficiente di ^ (se i è il grado di /") e che quindi il punto so- 
stegno del ciclo giace sulla V 0- Se ^, -p <^, -p 0,). .. è un ciclo a più 
di, un termine di P ed è 

V a^z^ \- a.z'i'-^ t -r «n 

(dove a, è una forma di grado / nelle ^,, ^3,..., cosicché, indicando con hi 

delle costanti si può porre in particolare a, =1^ 62^2 + • * • + ^n^^n) deve 
essere 

«0 z) f a, ar* '^ -f • • • = 

Confrontando i termini in z\ se p^=^=\^ o quelli in z)~^ se o^=l si 
trova sempre che ao 0, ossia che il punto sostegno del ciclo giace su V =^0. 
Nello stesso modo si prova che, se f/n ^« ^^^^ 1® prime variabili di due cicli 
a più di un termino, in V mancano tutti i termini di grado k iw y^^ z^ e 
che quindi la rotta unente i punti sostegno giace sulla V=^0. Se poi ^4, B 
sono due punti fissi per P, anch(i la rotta A B h fissa per P. Se ^ è esterno alla 

V -0, osso è punì esterno al suo ioerpiano j)olare a, che quindi incontra A B 
in un punto C differente da A ; se C 6 anche distinto da P, allora la retta 
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AB contenendo tre punti uniti, è tutta composta di punti uniti; se ciò non 
è, C coincide con Bj ossia B cade nell'iperpiano polare di A. Sieno ora A^ B 
i punti sostegno di due cicli a un solo termine di radici pi, ^g, le cui va- 
riabili corrispondenti sieno //j, a:,. Sia ^ a/ir^"*yj (^ = 0,..., k) il complesso 
dei termini di grado le in a^,, yi, dove le Gì sono costanti. Se p^l p^^"^ =\= l si 
riconosco tosto, con la semplice sostituzione x , :^- f>:j .r, , y\--p^y^ che 
ah = 0^ ciò che dimostra le ultime parti del precedente teorema. 

Questo teorema può essere utile per la classificazione delle proiettività, che 
lasciano fissa una data forma ; p. es., ne è immediato corollario il Teor. : Se 
una proiettività reale P lascia fissa una forma definita V [tale cioè che V sia 
nulla solo per valori nulli di tutte le variabili^ quando si escludano valori 
complessi delle variabili stesse) a coefficienti reali^ allora la P è in modulo 
uguale a ±1, le radici della corrispondente equazione caratteristica sono in 
modulo uguali a -|- 1, ^ i cicli corrispondenti sono tutti a un solo termine. 

Infatti esista, se possibile, in P un ciclo a più di un termine^ oppure 
un ciclo a un solo termine, la cui radice p è in modulo differente da -|- 1 ; 
e ne sia A il punto sostegno; esso per il teor. precedente giacerà su F=0, 
e (poiché per ipotesi V^^O non contiene punti reali) sarà un punto imma- 
ginario e quindi distinto dal punto B immaginario coniugato. B sarà pure, 
essendo P a coeflBcienti reali, sostegno di un ciclo a più di un termine, op- 
pure a un solo termine, di radice immaginaria c(»niugata alla p e quindi in 
modulo uguale a p (modulo per ipotesi H= !)• ''^ retta reale A B giacerebbe 
per il teor. precedente suila V =- 0, che non contiene rette reali. Dunque 
tutte le radici sono in modulo uguale a. -[- \j e i cicli corrispondenti sono a 
un solo termine. Il determinante di P (che è reale) e che è uguale al pro- 
dotto di dette radici (al j)iù cambiato di segno) è quindi uguale a ± 1. e. d. d. 

a Una proiettività del tipo precedente sarà detta ellittica, perchè si può 
considerare come movimento in uno spazio ellittico y>, (Cfr. (A)). 

E fondamentale per la futura trattazione il 

Teor, Se V =^ F(.r, .To . . . a*,,) è una forma definita (nel senso testé spie- 
gato) allora^ dato un numero qualunque a, esiste un numero A^ dipendente 
solo da a e dalla forma V, tale che, se noi prendiamo un sistema qualunque 
di valori reali per le x per cui F--a, questi valori sono in modulo non 
Maggiori di A, 

Infatti diamo a una delle x il valore + 1, mentre alle altre x diamo 
valori reali, minori in modulo di + 1 ; i valori assoluti corrispondenti della V 
(funzione naturalmente continua delle x) avranno un minimo p positivo non 
nullo (perchè se V --0 tutte le x sono nulle). 
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positivo Nj esista in G al più un numero finito di proiettività, i cui coeffi- 
cienti sono in valore assoluto minori di N {e ciò qualunque sia il numero N 
scelto). 

Infatti, se G contiene trasformazioni infinitesime, queste hanno i coeffi- 
cienti a ih tali che tutte le aik — e//t sono contemporaneamente in modulo 
piccole a piacere; quindi in G esistono infinite proiettività, i cui coefficienti 
sono in valore assoluto minori p. es. di 2, Viceversa, se esistono in G in- 
finite proiettività unimodulari, i cui coefficienti in modulo sono minori di N^ 
queste avranno, per noti teoremi della teoria degli insiemi, almeno una pro- 
iettività limite P, pure unimodulare (appartenente o no a G). Esisteranno 
quindi in G almeno due proiettività unimodulari distinte prossime quanto si 
vuole alla JP; il prodotto di una per l'inversa dell'altra (apparterrà a G e) 
sarà infinitesimo. G non è dunque discontinuo. 

Donde in particolare : Condizione necessaria e sufficiente affinchè un 
gruppo di 'proiettività unimodulari reali trasformanti in sé una data forma 
definita sia discontinuo^ è che esso sia finito {cioè consti di un numero finito 
di proiettività) e sia perciò anche propriamente discontinuo. 

T. Dim. Infatti le proiettività che mutano una forma definita in se hanno 
(§ 2) i coefficienti minori in modulo di una costante finita e quindi per il 
teor. precedente, se il gruppo è discontinuo è condizione necessaria (ed evi- 
dentemente anche sufficiente) che il gruppo sia finito. 

II. Dim. Le proiettività di un tal gruppo sono (§ 2) ellittiche; i metodi 
della mia Mem. cit. (A) dicono subito che il gruppo, se è infinito, (se cioè 
contiene infinite proiettività) non è discontinuo. 

§ 4. Prima di procedere oltre, analizzeremo l'antica dimostrazione del 
teorema (di Poincaré) relativo ai gruppi discontinui reali su una variabile 
complessa z (cfr. Jj^ 1 ), che, come è noto, è equivalente al teorema : 

Un gruppo G discontinuo di movimenti del piano di Lobacevskij {di pro^ 
ietiività P reali lascianti fissa una conica reale) è propriamente discontinuo 
{entro la conica). 

Infatti le proiettività P reali, che lasciano fissa una tal conica C, portano 
un punto A interno a C in un punto A infinitamente vicino, soltanto se la- 
sciano fisso un punto B vicino ad ^4 e quindi pure interno a C. Se in una 
regione Tt interna a C il gruppo G non fosse propriamente discontinuo esi- 
sterebbero in B infiniti punti jB, lasciati fissi da qualche P. Esisterebbero 
quindi in R almeno due tali punti B vicini a piacere; se w, v sono le pro- 
iettività di G corrispondenti, u-^vu e v sarebbero proiettività simili lascianti 
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quindi a distanza finita l'uno dall'altro; a a fortiori rt tutti i punti equivalenti 
ad A sono a distanza finita da A. Quindi: 

tf In ogni regione R esterna a C, per quanto piccola^ cadono punti A 
immagini di forme di Gauss; in ogni intorno a di A cadono coppie di punti 
equivalenti^ pure non esistendo^ se a è abbastanza piccolo, alcun punto equi- 
valente ad A n. 

Come si vede il nostro gruppo discontinuo fuori di C gode soltanto in 
parte delle proprietà inerenti alla discontinuità propria; a questa, diremo 
così, semipropria discontinuità si deve la possibilità di costruire una teoria 
della riduzione delle forme di GhLuss a discriminante negativo. 

§ 5. Se un gruppo G discontinuo di proiettività reali unimodulari 
conserva fisso un sistema S di forme ilefinite di grado qualunque, ossia 
muta una forma qualunque di S in un'altra forma di S, allora esso opera 
in modo propriamente discontinuo sul dato sistema S di forme. 

Infatti sia A una forma di S, tale che una proiettività variabile in G la 
porti in una forma (di S) i cui coefficienti differiscono dai corrispondenti di 
A di quanto poco si vuole; esisterebbero in G infinite proiettività, i cui coef- 
ficienti (>^ 2) sarebbero in valore assoluto minori di una costante fissa; e perciò 
(§ 3) il gruppo non sarebbe discontinuo. Questo semplice teorema comprende, 
come vedremo, tutti quelli del § 1 come casi particolari, anzi permette di co- 
struire la teoria generale dei gruppi discontinui di proiettività. 

Teor. I. Un gruppo G discontinuo di proiettività reali operi in uno 
spazio di 1 a quante si vogliano dimensioni; pensiamo 1 come uno spazio S 
luogo di quadriche (*). Sia R quella regione di 5, i cui punti sono imma- 
gini di forme quadriche definite di 1. G è propriamente discontinuo in R. 

Infatti il sistema R di tutte le quadriche definite è lasciato fisso da ogni 
proiettività reale e perciò anche da G; ad esso si può quindi applicare il 
precedente teorema. Analogamente si dimostra : 

Teor. IL II Teor. I è ancora vero, se invece di forme quadriche (de- 
finite) si parla di forme (definite) di grado qualunque, anche superiore al 
secondo. 

L'importanza di questi due teoremi consiste in ciò : che essi definiscono 
uno spazio, in cui ogni gruppo discontinuo è propriamente discontinuo, e 



(*) Vi sia cioè corrispondenza biunivoca tra i punti di 5 o le quadriche di iJ, o, in 
altre parole, so - aih jcì a-jc è la più generale forma quadrica di X, S sia lo spazio in cui 
le aik sono coordinate (omogenee). 
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considerato come operante sulle forme 
ax\ + 2bx^x^-\-cxl [a x, a:? + {b' + i b") x, x^ + (6' — i ò") t? x, + e x, .rj] 

(dove a-J è immaginario coniugato di a;,), che si immaginano come punti di 
un piano S (spazio ò^ a tre dimensioni), lascia fissa la conica (quadrica) reale 
di tipo iperbolico 

ac'-b'=^0 [ac — {b' + ib') {b' — { b") =ac — b'' — b"' = 0]. 

Questa osservazione ci conduce a studiare in generale i gruppi di proietti- 
vita, che lasciaiìo fissa una data forma; e noi dimostreremo: 

Teor. IV. Se un gruppo reale proiettivo discontinuo G lascia fissa una 
forma reale di grado qualunque /"(ar, Tg.. .Xn)^ esso è propriamente discon- 
tinuo in quella regione B dello spazio ambiente S (se pure una tale regione 
esiste) i cui punti A godono della proprietà che la loro quadrica e il loro 
iperpiano polare rispetto alla f=^0 non hanno punti comuni^ o, in altre pa* 
roUy che la loro quadrica polare o sia ellittica^ o sia iperbolica e contenga 
air interino il suo poloy o, in altre parole ancora, che il cono C di vertice A 
tangente alla quadrica polare di A sia a generatrici immaginarie. 

Teor. V. Se la f=^0 (pure essendo per ipotesi la /* a coefficienti reali) 
è completamente immaginaria^ G è propriamente discontinuo in tutto lo spazio. 

Il teor. V è evidente perchè, essendo in tal caso la / definita, G è per 
un teorema precedente composto di un numero finito di proiettività ed è quindi 
propriamente discontinuo. 

Per il teor. IV osserviamo, che se X = è l'equazione di C, sarà per 
ipotesi unico suo punto reale il punto A. Ma X è una forma degenere, perchè C 
è un cono; e se noi scegliamo la piramide di riferimento, in guisa che A 
ne sia un vertice e Tiperpiano polare di A (di cui sia (x = Tequazione) ne 
sia la faccia opposta, allora / diventa una forma indipendente dalla fx e de- 
finita (p. OS. positiva) nelle rimanenti variabili. Sarà perciò X -)- ol^ ^j^g^ forma 
non degenere definita, corri?*pondente al punto A^ della quale costruiremo le 
analoghe per gli altri punti di jf?; queste forme costituiscono un sistema S 
invariante per G, riferito biunivocamente ai punti di B{*). Applicando il nostro 
solito teorema fondamentale al sistema S, se ne deduce tosto il teor. IV. 



(^) In altre parole a ogni punto di R corrisponde una delle nostre forme, e una proiet- 
tività di G, che porta un punto A di R in un punto D^ porterà la forma corrispondente 
al punto A nella forma corrispondente al punto B; se poi A, \S sono infinitamente vicini, 
anche queste due forme sono infinitamente poco difterenti l'una dall'altra. 
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E ifaxl^i: T^i^e cbe p. ^- i7 Teor. I è immediata coHseguemza del IV, 
liat^ Lx x?-;!:::*^ H ^rolenÌTiik sulle variabili r, pensato o^icrante soEe forme 
-f/t-y -*. -LTez^'jk an grcf-f-o proieliivo nello spazio S^ in cai le a^ sono 
•^t»;t"C,iA:* <ifffi.^.^enee. In S essK) lascia fissa la varietà Vj la cui equazione 8Ì 
:cuttL^ lèiiji^iBliacdo li det^nninante ! aik | ossia ponendo afk =i 0. Sia ora ^ 
imat fc*rr:a ^;aa<<]rì^a definita delle x; senza diminuire la «generalità, potremo 
^'^yl»r.r:M u-^^le a 2r; oiii?ia potremo su[iporre che essa abbia in ò' per coor- 
C'iLìiZt^: <f,.= 1; «f,7i = '!==/:). La sua quadrica e il suo iperpiano polare 
:}k^xo a V ìtfjuo rispettivamente : 

Kd (:^Hì non hanno punti reali comuni, perchè da queste equazioni di- 
t(f'Mi(\4z 1 a;, -- 1 ùjj,. - - ossia a a = a/* := 0. 

Jiitf;mìamo ora al caso generale del teor. IV; e osserviamo che a ogni 
ptif^o // dello fipazio ambiente «n' sono connesse }>roiettivamente più varietà, 
p. ^. le varietà polari di Bj e anche più coni di vertice B, p. es. i coni di 
vertice B tangenti alle varietà |)olari di B. Ricordando ora che i teoremi 
del § 2 non «olo valgono per forme quadricbe definite, ma anche per forme 
definiti; di ordine superiore, e ripetendo considerazioni analoghe a quelle del 
teor, IV, otteniamo: 

Teor. VL Un gruppo dincontinuo di proietlività realij che trasformano 
in He una iper super fide f - 0, è propriamente discontinuo in quella regione R 
dello spazio ambiente (se pure una tal regione esiste) la quale gode della prò- 
prietà che una almeno delle varietà connesse ai suoi punti B {pure avendo 
un'equazione a coefficienti reali) è immaginaria o uno almeno dei coni di 
vertice B connessi a B e a generatrici immaginarie, 

È importante per noi ricordare che oltre ai coni di vertice B tangenti 
a una varietà polare di /i, sono invariabilmente connessi a B p. es. anche i 
coni che proiettano da li Vintcr sezione di due varietà polari di Bj e in par-- 
ticolare V intersezione di una di queste varietà polari con V iperpiano po^ 
lare di B. 

Se noi consideriamo p. es. addirittura i coni di vertice B tangenti alla f 
ritroviamo il teoremii : 

Un gruppo discontinuo di proietlività reali trasformanti in sé una forma 
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quadrica ellittica (iperbolica) è propriamente discontinuo in tutto lo spazio 
{entrt> la quadrica). 

Noi abbiamo già visto che i gruppi di proiettività complesse si possono 
studiare, riconducendoli al caso di proiettività reali; qui, come esempio, ci 
accontenteremo di studiare un caso particolarmente interessante, già studiato 
in altro modo nella mia Mem. cit. (A). Sia F una forma Hermitiana del 
tipo r, a:^J + • • • + Xn-x ^11_4 ± ^n^l (dove le a:^ sono immaginarie coniugate 
delle Xi)] un punto {Xi) si immagini rappresentato in uno spazio S^^n-i) 
(a 2 n — 2 dimensioni) da quel puntOj di cui sono coordinale reali non omo- 

genee le m/, m"/, essendo - =ui + i'^ i (7 = 1, 2,..., n — 1). A una tra- 

Xn 

s formazione sulle x corrisponde una trasformazione in ^'. Io dico che : 

Teor. VII. A un gruppo discontinuo di proiettività reali o complesse 

fi-i 
trasformanti in sé la F =rz:^ ^xix^ ± XnX^, corrisponde un gruppo discontinuo 

di trasformazioni in S (sulle variabili m',-, u ì dove è 

-- =m',- + iu"i(i= 1, 2, . . . , n — 1), 

Xn \ 7 7 / /7 

che è propriamente discontinuo in tutto S, oppure in quella regione R di S 
in cui è ^ [(w «)' + (w i)*] < 1, secondo che in F vale il segno superiore o 
inferiore. 

Infatti sia A un punto rispettivamente di ^S o di i2; i valori corrispon- 
denti delle Xi^ x? sono noti a meno di fattori immaginarii coniugati, di cui 
fisseremo il modulo in guisa che sia Xn x^ ± (xi a:? + • * * + ^n-i ^2-i) = + 1 ; 
ciò che è possibile, perchè per ipotesi (se vale il segno inferiore, ^ è in i2 
e quindi) il primo membro dell'uguaglianza precedente è sempre positivo. 
Siano Xi = aij x^i = a^ i valori così ottenuti; al punto A sono invariabil- 
mente connesse (a meno di fattori immaginari coniugati, indeterminati, di 

modulo 1 ) le forme : 

^ dF .dF 

Xi x? 

e quindi è invariabilmente connessa la forma 

„ _ dF^ ^dF 

d xt Xi 

e quindi anche la F + 2 H, che individua, come è facile verificare, il nostro 



^■ 



172 Fnhini: Sulla teoria 



punto A e che, espressa come forma quadratica nella parte reale e nella im- 
maginaria delle X, è una forma quadrica definita. Ciò che per i nostri 'prin- 
cipi dimostra il precedente teorema (*). 

Faremo ora un'altra applicazione dei nostri risultati. 

Siano j^/\ o-j^^..., x^^ n variabili omogenee e sia P^^^ una proìettività 
reale unimodulare {or,^^ )' ^== ^ a'^l) x'j^^ generica in un gruppo G. 

Siano le «[[^ numeri interi reali in un dato campo algebrico, reale in- 
sieme ai campi algebrici coniugati. Come sappiamo, se il nostro campo non 
è il campo assoluto di razionalità, la P^*) potrà essere infinitesima e G non 
essere discontinuo; allora se i nostri campi algebrici (tutti reali per ipotesi) 
sono in numero di m(m^l), introdurremo m — 1 nuovi sistemi di varia- 
bili rr/'M^-— 2, 3,..., m) (<r^l, 2,..., n) e considereremo insieme a ogni 
proiettività P<*) le proiettività P<-', P<^\..., P^'") coniugate 

[:r'r'y = ]^a^^x^^(^*). 

k 

Diremo P il prodotto (Tinsieme) di una P<*) e delle coniugate P^-K.. P^'^K 
Poiché queste m proiettività P<*^ (che diremo proiettività parziali) non pos- 
sono essere contemporaneamente infinitesime, la P considerata come unica 
proiettività non sarà mai infinitesima. La P sarà detta proiettività totale. 
Sorge dunque spontanea dalla teoria dei numeri interi algebrici la questione 
di studiare i gruppi di proiettività tmimodulari P [totali)^ ciascuna delle quali 
sia prodotto di m proiettività P^*^ parziali unimodulari (t = l, 2,..., m) 
su n,- variabili (r</', x^p^..,^ x^^l). 

Una tal proiettività, che diremo mista^ è infinitesima allora e allora sol- 
tanto che tutte le proiettività parziali sono infinitesime. Dapprima studiamo 
il caso di proiettività miste reali. Indichiamo con ^4^*^ la più generale forma, 

p. es. quadratica, di determinante 1, delle o;^*^ e con A^^^ la più generale 
forma (quadratica, a determinante 1) definita delle x^^\ E indichiamone ri- 

spettivamente con a^*^ e con a^*^ i coefficienti (reali). Le forme 21-^^*^ costi- 

tuiscono un sistema 1 di forme, che ogni P trasforma in se stesso, e tra 



(*) Cfr. la (iim. del toor. IV; la forma a \- u* del teor. IV è l'analoga dì /♦'-{- 2 7/ nel 
teorema attuale. 

' (**) I numeri «li? rt?2 • • • ^li"' ^^^^ P^"^ ipotesi numeri coniugati; noto uno di essi, p. es. 
é^ , sono noti tutti gli altri. 
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queste le 2 i4<*> costituiscono pure un sistema R invariante subordinato di 
forme però definite. 

Ognuna delle forme di 2 è determinata se si danno gli ^" ^^'' ' — — 1 

«la (129 -X- X) 

rapporti delle oS^\ gli — -— 1 rapporti delle a<*> ecc. 2 costituisce 

Vi ' (il ' -4- 1 ì 

quindi uno spazio lineare S sl v = l ^ ^ — m dimensioni. Avremo 

dunque in generale (*): 

Teor. YIII. Un gruppo discontinuo di proiettività miste reali (immagi- 
narie) è sempre propìziamente discontinuo in una regione R di uno spazio S. 
I punti di S corrispondono rispettivamente ai sistemi di forme F p. es. qua-^ 
dratiche (Hermitiane), una per ciascun sistema parziale di variabili ; R è 
quella regione di S^ che corrisponde a forme definite. 

Questo teorema include in sé come caso particolare il teorema di Hilbert- 
Bltjmenthal, appunto come il teor. IV include in se il teor. di Poincaré. 

Con considerazioni analoghe si ottiene un altro teorema, che include in 
sé i teor. di (A) ricordati al § 1, e di cui in un altro lavoro (**) ho già 
dato qualche applicazione funzionale. Per brevità di locuzione, dirò spazii 
parziali Sl().i quelli in cui le rc^*^ sono coordinate omogenee, ossia in cui le 

"7^ > -{o ' • • • > ~:{ir sono coordinate non omogenee. Lo spazio *^^, in cui sono 

coordinate non omogenee tutti insieme questi (x = 2w, — m rapporti si dirà 
spazio totale; un punto A di S^ si dirà avere per proiezione A^^^ sullo spazio 
parziale i%(k=rl^ 2,..., m) quel punto, per cui tutte le coordinate prece- 

denti sono nulle, ad eccezione delle coordinate -'^- (i = l , 2,..., nk — 1) 

che sono uguali alle corrispondenti di A. E avremo tosto, coi soliti procedi- 
menti, e con le precedenti locuzioni e notazioni : 

Teor. IX. Un gruppo discontinuo di proiettività P miste realiy tali che 
la i«"''«« (^=1, 2,..., m) proiettività parziale di una P qualunque lasci in- 
variata una forma F^*^ nelle corrispondenti variabili omogenee^ è propriamente 
discontinuo in quella regione R {se pure esiste) dello spazio ambiente totale^ 



(*) Basta applicare il teorema fondamentale a questo sistema 2 di forme quadratiche, 
o, nel caso di proiettività complesse, al sistema analogo di forme Hermitiane. 

(**) Annali di Matematica 190 1 : Sulle funzioni automorfe a più vanaJbili indipendenti. 
Indicherò questa Memoria con (B). 

Annali di Matematica, Serie IH, tomo XI. !:^3 
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Si dicono movimenti in una metrica quelle trasformazioni, che lasciano 
inalterate le lunghezze di un arco qualunque, o, in altre parole, che non 
mutano la corrispondente forma differenziale; la ricerca delle metriche, che 
ammettono un gruppo continuo di Lie di movimenti fu effettuata in una mia 
Memoria [Annali di Matematica^ 1902). 

Osserviamo intanto che, data una metrica, sono subito in essa definite le 
linee geodetiche (da equazioni differenziali, che il calcolo delle variazioni in- 
segna a scrivere). Queste linee, come è noto, sono determinate, quando si 
dia un punto della linea e la tangente alla linea in questo punto; ora poiché 
i movimenti portano evidentemente una geodetica in una geodetica e con- 
servano le distanze geodetiche di due punti, troviamo che : 

a Un movimento 

x'i — fi{XiXt...Xn) ii=ì, 2,.,,, n) (1) 

in una metrica qualunque è individuato^ quando si sappia come esso trasforma 
un certo punto (generico) A e le direzioni uscenti da essOj o, in altre pa^ 
rolcy quando in un punto [generico) A si conoscano i valori delle fi e delle 
loro derivate prime n. 

Dico che A è generico^ quando la nostra forma F,m(wi^ 1) non è in ^ 
singolare, ma è in A definita e coi coefficienti regolari e finiti, ecc. 

Essendo Fim una forma definita non degenere nei differenziaH rfrr, essa, 
considerata come forma algebrica di questi differenziali, possederà almeno un 
invariante 1 non nullo, (p. es., se m= 1, il discriminante di F) funzione in- 
tera dei suoi coefiScienti, e perciò funzione continua delle x. Con I{A)^ 
I {B) . . . indicheremo il valore di I nei punti J, B... Se ora (1) porta un 
punto A in un punto B, sarà evidentemente 1{B) uguale a 1{A) moltipli- 
cato per una potenza (ad esponente intero non nullo) di A(i4), essendo A(.l) 
il valore nel punto A del lacobiano A di (1), ossia del determinante delle 

^ * • Se perciò B è sufiScientemente vicino ad A^ sarà A (.4) pochissimo dif- 

u Xk 

ferente da ± 1, perchè (essendo I funzione continua delle x) I{B) è poco 
differente da I{A). 

d fi 
Indicheremo ora con bik il valore di r — - nel punto A^ con aik{A) il va- 

Xh 

lore di aik nel punto .4, o (più generalmente se wi > 1) con a (A) i valori in A 
dei coefficienti a della forma F^mj e infine indicheremo con F {A) ciò che 
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2.°) dimosfra come (almeno se si prescinde da metriche realij ossia dal 
fatto che le F,rn debbono essere positive) il problema di trovare le varietà 
algebriche^ che ammettono un gruppo di Lie di proiettività in se stesse^ non 
è che un caso particolare del problema di determinare le metriche che am- 
mettono un gruppo continuo di movimenti. 

E opportuno ricordare intanto alcuni fatti già noti: 

I) I gruppi di proiettività trasformanti in sé stessa una quadrica si 
possono considerare come movimenti nelle metriche cosidette non-euclidee (a 
curvatura costante). 

II) Nella mia Mem. cit. (A) ho dimostrato che i gruppi iiiii^ili, /«- 
scianti fissa una quadrica in ogni spazio parsr.iale, si possono considerare 
come gruppi di movimenti in una metrica^ il cui elemento lineare è somma 
di forme differenziali^ tutte su variabili distinte^ a curvatura costante. 

Ili) In (A) ho pure dimostrato che (come del resto è agevole, verifi- 
care), le proiettività trasformanti in sé una forma Hermitiana 

diventano^ espresse nelle ui^ u\ (*j, un gruppo di movimenti nella metrica 
reale : 



ds* = 



Ui Ui . .. Un-i y ± 1 
d Hi d Ut . . . d Un-l 



d uj dui. .. d m!;_j 



V „; ,e? ± 1 j 



IV) In (A) ho pure dimostrato che le proiettività miste^ lascianti 
fissa in ciascuno spazio parziale una forma Hermitiana ellittica o iperbolica^ 
si possono considerare come movimenti in una metrica, il cui elemento li- 
neare è somma di elementi parziali^ tutti su variabili distinte^ del tipo pre- 
cedente. 

La metrica III) fu da me rapidamente studiata in una Nota dell'Istituto 
Veneto (1904). Per completare questi risultati, ricorderò che nel § 5 o si 



(*) Con le solite notazioni sono irf , ttf immaginarie coniugate delle Xi , Mi ed è 



CCi 



Ui « — -^ (i c= 1 2, . . . , n — 1). 
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soluzione reale del sistema di equazioni i2) e F^^O? Ciò avverrà evidente- 
mente per tutti i punti (x) tali che \{x^ ^) = non sia soddisfatta per alcun va- 
lore reale delle z (eccetto che per z = 0), oppure anche per quei punti (x\ che 
eono esterni alla F--0, e tali che X (r, z)^=^0 rappresenti un cono di ver- 
tice (>) e a generatrici immaginarie. In quest'ultimo caso infatti la /(r, z)^^0 
è soddisfatta (oltre che per z^=^0) soltanto per {zi) uguali o proporzionali a r,-; 
mentre è escluso che dx/ possano essere proporzionali a jr/, poiché da (2) 

d V 
discenderebbe 2 ,, xi ^^0 ossia, per il teorema di Eulero, V(xì,~0 

ò Xi ^ ^ 

(mentre il punto (xì) si suppone esterno alla V^^^^ì). 

Dunque (cfr. § 5) i nostri gruppi di proiettività si possono considerare 
come gruppi di movimenti nella metrica reale definita dalla (3) in quella 
regione Ry in cui la forma /.(r, z) [invariahilmente connessa ai suoi punti x] 
rappresenta^ uguagliata a zero^ o una superficie totalmente immaginaria^ o 
un cono di vertice {x) a generatrici immaginarie. Le x si suppongono varia- 
bili legate dalla (1). Cos) p. es. le nostre proiettività si potranno conside- 
rare come gruppi di movimenti nelle metriche reali definite dalle forme 

c^ V 2* V 
2^5 — 5 — dxidxk oppure 1t — 5 r — r — dxidxudxid Xm 

Xi Xk ò XiO Xh 0X10 Xm 

oppure^ ecc.j in quella regione /?, i cui punti sono tali che il loro iperpiano 
polare e la loro quadrica polare^ oppure il loro iperpiano polare e la loro 
tt fi — 4 »««»"»'' ipersuperficie polare, oppure ecc., non hanno punti reali comuni. 

Notiamo tosto che se F---0 è una quadrica del tipo ellittico iperbo- 
lico, allora poiché il cono uscente da un punto B e tangente a F è invaria- 
bilmente connesso al punto B^ ne discende tosto : 

Delle metriche generali scoperte nel precedente teorema sono un caso as* 
solutamente particolare le metriche a curvatura costante. 

E p. es. un'interessante conseguenza dei nostri attuali risultati e di quelli 
del § 5 il : 

Teor. TJn gruppo qualunque di collineazioni reali in uno spazio S lineare 
a n dimensioni diventa^ considerato come operante sulle quadriche di questo 
spazio (pensate come punti), un gruppo di movimenti in uno spazio a 

(n + 1) in + 2 ) _ ^ n (n + 3) 
2 " 2 

dimensioniy dove viga una metrica definita proprio da una forma differen^ 
ziale quadratica positiva. 
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In particolare al gruppo completo proiettivo a n (n + 2) parametri in S 
per M = 1, 2, 3... corrisponde un gruppo di movimenti a 3, 8, 15... pa- 
rametri in uno spazio a 2, 5, 9 . . . dimensioni. Il primo di questi casi non 
è che il caso della metrica del piano di Lobacevbkij : 

Analogamente si ha : 

ti Un gruppo qualunque di collineazioni immaginarie in uno spazio a n 
dimensioni consideralo come operante sulle 00'»^'*+*^ forme Hermitiane (dipen- 
denti da n(n-\-:i) parametri reali), pensate come punti ^ diventa un gruppo 
di movimenti reali in un S„(n + e), dove viga proprio una metrica definita da 
una forma differenziale quadratica positiva. 

In particolare, considerando il gruppo completo a 2wih + 2) parametri 
(remili), otteniamo successivamente per n = 1, 2, 3... spazii a 3, 8, 15... 
dimensioni con un gruppo di movimenti ad almeno 6, 16... parametri. Il 
primo di questi spazii non è che lo spazio di Lobacevsku. 

Il nostro teorema fondamentale si può anche generalizzare ai gruppi 
misti di proiettività. E con locuzioni già usate, potremo (restringendoci per 
brevità al caso che un gruppo misto di proiettività lasci fissa in ogni spazio 
parziale una ipersuperficie, caso, che noi già vedemmo potersi considerare 
come iifìHo generale) enunciare il seguente teorema, da cui si potrebbero anche 
dedurre conseguenze analoghe a quelle trovate negli ultimi due teoremi, 

Tcor. Sia dato un gruppo mistOj che negli m spazii parziali lascia fisse 
rinpellivamente m ipersuperfìcie Fi, F*,.,., V^, Siano corrispondentemente 
/(j, J,,..., Am forme differenziali dello stesso ordine (in ciascun sistema 
parziale di variabili) definite in modo analogo a quanto facemmo più sopra, 
et! pifUiiiVe almeno in una porzione dello spazio parziale corrispondente, Siena 

Kift I, 2,..., m) costanti positive. La forma 2^KìAì definisce in una 

I 

re/^ion^ dello spazio totale una metrica reale^ tale che il^ nostro gruppo si può 
f/é:f iiH>M rouHiderare come gruppo di movimenti. 

l/iriiportanzu di (|ueste metriche e di questi concetti si può già, nei casi 
\vftì.'^ÙHn^MUìì diillo funzioni Fuchsiane e Kleiniane, rilevare da chi legga 
',. 4ri;. U: é A utonior|)h(5 Functionen « di Klein e Fricke ; altre applicazioni io 
?-rA; uiùt^i iriK! M<Mnoi'ie citate; i metodi p. es., che in questi lavori si danno 
j^/ ^'/Mtnntt i campi fondainontali dei gruppi discontinui per studiare le 
ÌJij/,:oiii aiitoinorfci corrispondenti, si possono, in virtù delle metriche qui 
t/jj\^uut. izr.UuìtUtii) il moltissimi altri casi, come può facihnente rilevare chi 
j^v/4thitttii é^iin\(:\ut curto particolare, p. es. i gruppi di Hilbert-Blumenthal o 
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§ 7. Applicazioni alla teoria dei numeri, I problemi principali cui 
si possono applicare i nostri metodi sono: 1.* quello di riconoscere se due 
forme date su n variabili di grado qualunque a coefficienti interi in un quaU 
siasi campo algebrico sono equivalenti, cioè se esse sono trasformabili l'una 
nell'altra mediante una proiettività unimodulare a coefficienti interi nello stesso 
campo algebrico, e, in caso affermativo, di trovare tutte queste proiettività (*); 
2.° quello di costruire per le forme più generali una teoria della riduzione^ 
analoga a quella data da Gauss per le forme binarie quadratiche. Qui io in- 
dicherò i principii generali, che possono condurre alla risoluzione di questi 
problemi. 

Supporremo per semplicità che il nostro campo algebrico sia reale, in- 
sieme agli am — Iti Campi coniugati (w^l); e insieme alle variabili 
xj^ (t m^ 1 ^ 2 , . . . , n) introdurremo m — 1 sistemi di nuove variabili 
x\^^{k=^2j 3 vM ^^" Considereremo poi, insieme a ogni proiettività unimodulare 
a coefficienti interi sulle xS^\ le m — 1 proiettività coniugate sulle .r^*^, a:^'),... 
x^"^l Otterremo così un gruppo misto proiettivo discontinuo, cui applicheremo 
il teor. Vili del § 5, notando che le forme F citate in detto teorema pos- 
sono, come sappiamo, essere di grado superiore al secondo. Sia questo grado 
uguale a 2/i(A^ 1) e sia K un poliedro fondamentale per il nostro gruppo 
in ff. Sia ora H^^^ una forma di grado 2 h nelle x^*^ a coefficienti interi : 
quando la diremo ridotta? Costruiamo le forme 7f<*), ..., W*^^ nelle varia- 
bili x^^\ a:^*), ..., x^^^ coniugate alla forma data. 

Il sistema di queste forme, che è individuato da H^^\ definisce un punto A 
dello spazio S (**). Viceversa se è dato questo punto A^ la H^^^ è definita 
a meno di un fattore; cosicché se noi ne diamo a a priori jj un invariante 
non nullo (p. es. il discriminante nel caso di forme quadriche non degeneri), 
che le nostre proiettività (unimodulari) lasciano inalterato, la W^^ e nota, in 
generale, senza ambiguità (al più a meno del segno). 

F Caso: W^^ è definita. Allora si può subito assumere per definizione 
che la fl^*^ (il cui punto immagine A è dentro R) è ridotta allora e allora 



(*) Di questo ppoblema é caso particolare l'altro di determinare quelle proiettività a 
coefficienti interi, che mutano una data forma in sé stessa. 

{**) Ricordo che »S è quello spazio, in cui sono coordinate non omogenee i rapporti 
dei coefficienti di una forma di grado 2 /i nelle .c^i), quelli di una forma di grado 2h nello 
j?i2)^ ecc.; se tutte queste forme sono definite, il punto corrispondente di 5 descrive la 
regione R. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. 24 
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.^?HaHto che A cade entro o sul contorno del campo fondamentale K\ ne viene 
>ubìio che ogni forma è equivalente ad almeno una ridotta^ che soltanto ec- 
^zionalmente due ridotte possono essere equivalenti (ciò può avvenire soltanto 
>e i loro punti immagine sono ambedue sul contorno di K). Infine due 
^o^-rne sono equivalenti allora e allora soltanto che i loro punti immagine 
sono punti corrispondenti di due campi fondamentali K^ iT,; la p^oiettivifày 
^he porta Vuno nelValtro questi due campiy porta in tal caso una forma 
nel r altra. 

IP Caso: /f^*) non è definita. Il suo punto immagine A, costruito nel 
modo precedente, non cadrà più entro /?, e le nostre considerazioni non si 
f»ossono più estendere a questo caso. Per evitare equivoci, fndicheremo perciò 
la nostra forma con TA^^ e con TJ^\ IP"* ... le forme coniugate nelle varia- 
bili x^'\ a:<^> ... ; e supporremo che il grado di queste forme Ij sia anche 
differente da 2 //. Supporremo dati a priori uno o più invarianti / di /><'>, 
it indicheremo con //i, jEf?,... delle forme qualsiasi generiche nelle a;^*^, x^^K..^ 
di grado 2 //, coniugate o no. Upa forma L^*^ con una forma Hi avrà degli 
invarianti, funzioni tanto dei coefficienti della U^\ quanto dei coefficienti 
della Hi. Prendiamo un certo numero di invarianti dei sistemi formati da 
una delle L e dalla H corrispondente; e siano essi ^i, jg,..., y^- Suppor- 
remo in essi fissi i coefficienti delle L, variabili quelli delle H. Le equazioni 
j, T^jt ~ - • • :z^j^=:Q definiranno in S (in cui appunto i rapporti dei coef- 
ficienti delle H sono le variabili coordinate) una certa varietà V. Ora noi 
supporremo : 

1.*" La varietà V (insieme agli invarianti i, supposti noti a priori) de- 
termina la forma TJ'K 

2." La varietà V ha almeno un pezzo interno a R. Noi allora potremo 
djr^f che L^*> è ridotta se un pezzo di V penetra entro K] ne discende su- 
bito che ognuna delle nostre forme U^^ è equivalente ad almeno una ridotta. 
l)ì più due forme ridotte distinte possono essere equivalenti : che, se L^*> è 
ridotta ft la varietà F, oltre che penetrare entro jRT, penetra dentro qualche 
altro campo fondamentale i^j, la proiettività, che porta /T, in K, porta //<*> 
ili un'altra ridotta equivalente, ecc., ecc. 

Cn po' più sotto daremo un esempio di applicazione della [)resente teoria 

Prima di pa?<8are ad esso, accennerò a un altro metodo di studiare Tequi- 
vaJ^^iiza di form^5 indefinite; e, per brevità, ci limiteremo a forme date nel 
*"dHì\fh a^«olut^ di razionalità. Sia data una forma F indefinita; e, se pos- 
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sibile, studiamone il gruppo aritmetico riproduttore, e costruiamone coi me- 
todi già accennati un campo fondamentale K. Sia F un'altra forma e sia K' 
il campo fondamentale del gruppo riproduttore corrispondente, costruito in 
modo analogo a K. Se le due forme sono equivalenti, deve esistere una proiet- 
tività a coeflScienti interi unimudolare, che porti K in K . Alla ricerca di 
tale proiettività è ricondotta la nostra questione : questo metodo fu già usato 
dal prof. Bianchi per le forme quadratiche e noi quindi non ce ne occupe- 
remo più oltre. 

Ritorniamo ora al metodo precedente, applicandolo a forme quadratiche 
a coefl&cienti interi razionali ; sia S il nostro s})azio pensato come luogo di 
quadriche, ossia sieno le o,vt coordinate omogenee in Sj quando laikTiXk è 
la più generale forma quadrica nelle nostre variabili .r. Sia B quella regione 
di iS, che corrisponde a forme definite^ in cui, come dicemmo, immaginiamo 
costruito un campo fondamentale K per il nostro gruppo. Sia F una forma 
quadrica indefinita, il cui punto immagine è perciò esterno ad jB; noi la im- 
magineremo espressa in coordinate |« di iperpiano (anziché in coordinate Xi 
di punto) ossia considereremo la i^'^^O come quadrica inviluppo (*). 

Sia F =^1 ^ik^ih] e sia laikXiXh una forma H generica in coordinate 
di punto; sarà ^aik&ik come è noto, un invariante. La lfiihaik^=^0 (dove 
ora le a,7t sono coordinate correnti in S) rappresenta in S un iperpiano J; 
viceversa, dato 7, sono determinati i rapporti delle fiihj cosicché, se (come 
dicemmo) è noto a priori il discriminante di F^ le /3«7( sono completamente de- 
terminate (se mai a meno del segno). Osserviamo ora che I penetra entro R\ per 
vederlo, supponiamo F ridotta a forma canonica, ossia supponiamo /34v^=0(i=|=^). 
Le fin non saranno tutte dello stesso segno, perchè F è indefinita; quindi la 
2 &ik CLih = può essere soddisfatta da forme H definite, p. es. da quelle tra 
esse, per cui è «//j =0 («'=!= i) e per cui le aa sono tutte positive (legate 
dalla 1 fin au =^ 0). Se 7 penetra proprio entro if, diremo che F è ridotta : 
ne discende che ogni forma è equivalente a una forma ridotta; se K' è un 
campo fondamentale contiguo a iT, attraversato da 7, la proiettività, che porta 
K' in Kj porterà la F in una forma ridotta contigua^ ecc., ecc. Come si vede, 
la teoria delle forme indefinite si presenta spontanea, appena sia costruita la 
rete dei campi fondamentali, ossia appena sia risoluta la questione della ridu- 



(*) È questo un artiticio semplicissimo, di cui anche più tardi vedremo interessanti 
applitazioni. 
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zione delle forme definite. Anzi la teoria 8Ì presenta affatto ^«naloga alla ben 
nota teoria di Klein y*] delle forme di Gauss. 

§ 8. Applicazioni alla teoria delle funzioni aufomorfe. Ecco i pro- 
blemi fondamentali : 

I» Dato un gruppo G discontinuo di trasformazioni hirazionali su n 
variabili complesse r,, rr^ , . . . , Tn, quando detto gruppo sarà propriamente 
discontinuo? 

II) Dato un gruppo G propriamente discontinuo di trasformazioni bi^ 
razionali su n variabili complesse Tj rr, . . . x,,, e dato un gruppo F di tra- 
sformazioni birazionali su p variabili e, , ^o , . . . , Zp oloedricamente o merie- 
dricamente isomorfo a Gy costruire un sistema di p funzioni z analitiche 
uniformi ddle :r tali che^ se le x subiscono una trasformazione di G, le z 
subiscono la trasformazione corrispondente di r. 

Se r si riduce all'identità, si può anche dire che le z devono essere in- 
varianti per le trasformazioni di G (fatte sulle x). 

Naturalmente noi studieremo qui soltanto gru|>pi lineari e risolverenfìo 
completamente soltanto il primo problema, che più si riannoda alle nostre 
ricerche. Osserverò che ora le x non sono più variabili omogenee ; noi sup- 
porremo le X coordinate (non omogenee) di punto, e indicheremo con | coor- 
dinate omogenee di iperpiano; la risoluzione del nostro problema si ha di 
nuovo con Vartificio già usato al § 7. Sia G un gru[)po di proiettività reali 
(complesse); dal Js^ 5 "oi sappiamo che esso è propriamente discontinuo in una 
regione R di uno spazio S. Questo spazio S è quello, nel quale sono coordi- 
nate omogenee i coefficienti della più generale forma-inviluppo quadriea 
^(iikìi^k (la parte reale e la immaginaria dei coefficienti della più generale 
forma-inviluppo Hermitiana laìk^iil dove aik --al,\ R è quella parte di S, 
che corrisponde a forme definite, e tra le sue varietà limiti ci sarà quella 
varietà W^ che corrisponde a forme spezzate in due fattori lineari, 2a,J,-, 
2 a* li [2 «4 le, laJSJ] [dove le «i, a; e le |i, ;° sono quantità immaginarie 
coniugate]. Questi due fattori rappresentano due stelle immaginarie coniugate 
di iperpiani, o, in sostanza, due punti immaginarii coniugati. (Uno di questi 



(*) Come si sa, nel seiiiipiano positivo di una variabile complessa ;r, i punti rappre- 
sentano per Klein le formo di (Jtauss definite e i cerchi ortogonali all'asse reale le forme 
indefinite. Detto semipiano è per lo formo di (tauss appunto la regione R del nostro 
spazio Si e questi cerclii non sono die le varietà I. E bene noto che con opportuna tra- 
sformazione questi cerchi si possono mutare in rette. 
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due fattori individua Taltro e rappresenta una stella di iperpiani, o, in so- 
stanza, un punto dello spazio iniziale.) Quindi : // gruppo G opera in modo 
propriamente discontinuo sui punti complessi dello spazio iniziale^ allora e 
allora soltanto che esso opera in modo propriamente discontinuo sulla W, 
ossia che ogni suo campo fondamentale in R ha una porzione a 2n dimen^ 
sioni sulla varietà W. Ecco dunque risoluta, in modo indiretto, la nostra 
prima questione (*). 

Quanto alla seconda questione, anche restringendoci a gruppi lineari, è ne- 
cessario studiare i singoli casi uno per volta: è ben noto p. es. già dai lavori 
di Poincaré che le sue serie, relative alle funzioni zeta-fuchsiane, non sempre 
sono convergenti. In questa Memoria, non dedicata allo studio di casi par- 
ticolari, mi accontenterò di fare alcune riflessioni generali, rimandando per 
lo studio di qualche caso singolo, oltreché ai lavori di Poincaré e al trattato 
di Fricke, alla Memoria citata di Blumenthal nei Math. Annalen^ alla mia 
Mem. cit. degli Annali di Matematica^ e a un'altra, di cui darò qui un 
breve cenno {Applicazioni analitiche dei gruppi^ ecc.) (Atti dell' Accademia 
GioeniOj 1904). Se noi indichiamo con Sk e Gk due trasformazioni corrispon- 
denti di (?, r(A:=l, 2, 3,...), con /*, fj^{^=i\^ 2,... p) delle funzioni ra- 
zionali delle corrispondenti variabili, con Ik il lacobiano della 5^, potremo 
chiamare serie di Poincaré generalizzate le serie (**) : 

^f[sh[^i)\^k (A = numero intero positivo) (1) 

2;^ri/'^(s*(r,))]j7i (,^ = 1, 2,... p) (2) 

dove Sk (a?!*), qJ.^ [/^] indicano i valori trasformati di (x) o di f^ rispettiva- 
mente per Sk^, ^A* (inversa di a^). 

E ben chiaro che, formalmente, il quoziente di 2 serie (1) corrispon- 
denti a due funzioni f distinte, rappresenta una funzione uniforme invariante 
per G^ e che il quoziente delle (2) per (1) rappresenta un sistema di fun- 
zioni, che (se le x subiscono una trasformazione di (?) subiscono la trasfor- 
mazione corrispondente di r. La prima questione fondamentale è di vedere 



• (*) Questo metodo si può eonsiilerare come la più ampia generalizzazione dell'arti- 
ficio di Poincaré per i gruppi automorfì Kleiniani. 

(**) Cfr. le celebri Memorie di Poincaré negli Ada Math, relative alle funzioni fuch- 
siane, Kleiniane, zetafuchsiane. 
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quando una serie (1) o (2) converge. Usando un procedimento analogo a 
quello che si segue nei lavori testé citati in casi particolari, si trova il se- 
guente teorema generale (che comprende quelli di questi lavori come casi 
particolari e che si può applicare anche a nuove classi di gruppi propriamente 
discontinui). 

Le serie (1) sono per h abbastanza grande assolutamente e uniforme- 
mente convergenti neW intorno a di un punto A^ e possono servire alla co- 
struzione di funzioni automorfe^ se nello spazio rappresentativo^ in cui la 
parte reale e V immaginaria delle x sono coordinate cartesiane^ una rete di 
poliedri fondamentali è tutta a distanza finita (ciò che si può sempre otte- 
nere, se la rete ha una ipersuperficie limite trascendente o algebrica) e se in 
detto intorno a (piccolo a piacere) di A il rapporto tra il minimo e il iwas- 
simo modulo di Ik è inferiore a una costante fissa per ogni valore di k. 

Quanto alle serie (2), oltre che nel caso di Poincaré delle funzioni zeta- 
fuchsiane, esse convergono (come io dimostrai nell'ultimo lavoro citato) per 
i gruppi discontinui G lascianti fissa una forma Hermitiana (*), almeno quando 
il corrispondente poliedro fondamentale non ha, nelle metriche corrispondenti, 
alcun punto a distanza infinita. E, come le funzioni zetafuchsiane servono al- 
l'integrazione delle equazioni lineari a derivate ordinarie a coefficienti alge- 
brici, così queste più generali funzioni servono p. es. alV integrazione di si- 
stemi di equazioni lineari a coefficienti algebrici^ il cui integrale generale di- 
pende (linearmente) da un numero finito di costanti arbitrarie. 

Goassolo Torinese, li 8 Agosto ltK}4. 



,'*) La dimostrazione è analoga a quella di Poincaré: solo cha in questo caso le me- 
triche (§ o) corrispondenti a una forma Hermitiana tengono luogo di quelle a curvatura 
costante: ecco un caso p.^ es., in cui si dimostra l'importanza delle nuove metriche (Cfr. 
loc. cit.). 
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Sur une extension de la méthode 

de Jacobi-Hamilton. 



(Par Maurice Fréchet, à Paris.) 



D 



ans une Note (*) publiée en 1890, M. Volterra a montré rintérèt 
qu'il y auraii à étendre au cas d'une intégrale multiple les beaux travaux 
de Jacobi et Hamilton sur les équations qui expriment que la variation pre- 
mière d'une intégrale simple est nulle. Il a effectué cette généralisation dans 
le cas de l'intégrale : 

où U est une fonction de rr, , r,, x^j a?^, x^ et des déterminants fonctionnels 

D {Xiy xj) D (a?2, Xi) D{x$y a?i) 
D (xi , x$) D {xi , xs) D {xa , J^) 

(mais fonction non homogène par rapport à ces trois dernières quantités). Je 
me propose de traiter le cas le plus general, c'est-à-dire celui de l'intégrale: 

/=:= j j |... j /It^+,,..., Xn. .Ti,.,., OTr, g "^^ S • • • > Tj]^^^ . ^ . d Xr (1) 

(où Xr+ij...j Xn sont ccrtaincs fonctions de Xiy..., Xr) qui comprend celui 
de Jacobi comme cas particulier pour r = l. Je me servirai pour cela dea 
définitions et des théorèmes relatifs à l'espace à n dimensions énoncés par 
M. Volterra dans une Note précédente (**). 



(*) Sopra una estensione della teoria Jacoiu-Hamilton del calcolo delle variazioni. 
Accademia dei Lincei, Rendiconti, Voi. VI, page 127. 

(**) Delle variabili complesse negli iperspazi. Loc. cit., Voi. V, page 159. 
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I. — Tout d'abord, noiis mettrons l'intégrale I sous une forme plus 
commode. Posons: 

jp f i/ \pOv^, . ., Xr) / Q > 

en supposant .r, ,..., Xr exprimés en fonction de r paramètres wi,..., Wr- On 
voit qu'on pourra écrire: 

F désignant une fonction homogène et du premier degré des déterminants 

I M ( "ì* ' f» 'T' ' I 

fonctionnels — \^ — '*'"' . ? où /i,..., ir est une combinaison quelconoue 
oes n premiers nombres entiers r à r. Car on a : 

dXf+h p(ri,..,, Xi^i, Xr-hh, .r/-fi,..., re,-) ^ 7>(Ti,...., Xr) 

d Xi D(wi,..., OV) ' />(C0, ...., (Or) 

Réciproquement, Vintégrale (3) pourra toujours se ramener a la forine (1) 
quelle que soit la forme de la fonction F de ar,,..., :r«, homogène et du pre- 
mier degré par rappori aux quantites 
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1) ((Oi, 0)2,..., (Oj 

car Tégalité (2) definirà f comme une fonction de a:,,..., rr„ et des détermi- 
nants fonctionnels : 

U {^Xii y XÌ2 ) • • • » -^ir) 

D (Xl, Xi;..., Xr) 

lesquels sont certaines fonctions des quantites 

d Xr^i d Xn 

> • • • 9 



è Xi ' ' d Xr ^ 

il suffit de choisir parmi les variables ìTi,..., Xn, les lettres a:,,..., ir^ par rap- 
port auxquelles les équations de la multiplicité Sr considérée sont résolubles. 
En definitive, la forme (1) est equivalente à la forme (*); 

Sr 



{*) Cette forme (3) est Tanalogue de la forme paramétrique employée par Weier- 
STRASS dans le cas d'une intégrale siraple. L'extension aii cas d'une intégrale multiple a 
étó réalisée poup la première fois sous une forme pratique par M. Hadamaud dans son 
cours du Collège de P>ance. 
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1 — \ " I ^1 } • • • ) ^n j ^ \^'i ) * •• j *^r) j • • • > \**'*i ) • • • 5 '^ir) ) • • • J 

Sr 

dans lesquelles j'emploie la notation de M. Mébay pour les intégrales multi- 
ples en posant : 

II. Variation fremihe. — Calculoiis la variation premièi-fe de /. 
On aura : 

J L • Ù,' ,ir J 

Sr 

en désignant par Fai et -Fi,„..,,v les dérivées partielles de F prises par rap- 
port à Xi et >.f„.- ?«, considérés comme des variables iiidépendantes, tandis 

que ^ - > par exemple, designerà la dérivée prise en considérant les x et 

les X comme des fonctions de w,,..., w^. 

D'où, en intégrant par parties les termes en ^ X : 

àI=\[^QiiXi]d{(»>,,...f (^r) +\ 1 Fu,„..,iràXi,d{Xi,,...^ r,v) (4) 

J \« = 1 / J »l,...,«r 

or O»— l 

en posant : 

et en appelant 5r-i la raultiplicité à r — 1 dimensions au plus qui forme la 
lìmite de Sr- On voit que si Sr-\ reste fixe, on a: 

Sr 

Conformément aux dénominations employées dans le calcul des variations, 
iious appellerons extrémales tonte multiplicité Sr qui vérifie l'équation ^ J=0 
lorsque les limites sont fìxes. Il faut et il suffit pour cela que Sr soit une 
multiplicité intégrale des équations 

^1 = 0,..., Qn = 0. (6) 

Annali di MatemaUcaf Serie III, tomo XI. 25 
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III. Equations canoniques des extrémales, — Pour arriver à la forme 
canonique des equations (6), nous poserons : 

et nous nous placerons dans le cas general où, en considérant les /. comme 
des variables indépendantes (*), le hessien de F (qui est nul et d'ordre C*'J 
a au moins un mineur d'ordre C^ — 1 dilférent de zero. Sous cette condition, 
les relations (7) montrent qu'en considérant encore les X comme des variables 
indépendantae, il y a une relation et une seule entre les q : 

D'ailleurs, inversement, connaissant la fonction ff, choisie arbitrairement 
mais non homogène, une théorie bien connue mentre que si les q sont reliés 
par la seule relation (8), on pourra trouver une fonction F homogène et du 
premier degré par rapport aux variables indépendantes X, telles que les re- 
lations (7) soient verifiées. Il suffit de prendre: 

:r^- = "^^-fr (10) 

si par exemple Hq ^ ^ ^ n'est pas identiquement nul. Et on sait qu'on aura : 



Ài,s,...,r Xii,...,?V J^a^i P ocn 






(11) 



Ceci résulte du changement de variables, sans qu'on ait à se préoccuper 
des equations (6). On voit en particulier que l'on a: 

^ = 1 [.Z ?*o')«-Sg.^,. .,.vj^(«*r-) «r) (12) 

Sr 

lorsqu'on pose : 



(*) Co qui u'est pas lorsqu'on tiént compte des é^^^lités >,•„...,,•,.= nT''~~\^ ^^^ 
ou a alors ; 

«=i 
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et dans ce cas les quantités qi^y.^ir ne sont pas seulement liées par la rela- 
tion (8), mais encore par les équations: 



«=/'4-l 



2 i—iyih. , . . X Hq. , . _o (14) 

qui résultent des identités (9), (11). 

Si nous introduisons maintenant les nouvelles variables dans les èqua- 
tions (6), nous voyons qu^on pourra regarder les extrémales camme défìnies 
par le système canonique suivant, doni on remarquera Vanalogie avec celui 
de Hamilton (auquel il se réduit pour r=^l): 

... — — . . . =zr — ... \ (io; 

Ilxi — ilg,, . i 

On peut d'aillenrs l'écrire sous la forine : 

Observons d'ailleurs qu'oii peut remplacer la condition (8) par une autre 
plus simple. 

En efFet, H est une constante dès que les x et les q vérifient les équa- 
tions (16) et (17). Car on aura dans ce cas: 

H V* 17 ^ ^' I x^ rj ^ qiiy'tir 

^ Ciùi T^ 3coi /,,^^,v 9iir-)'' 3(01 

y d Xi Y 2)(g'i,i2,...,iV, ajia,..., xu) y 8 gti,...,iV P (x/i , . . . , a:/,) 

7" d (oi ,-,^;^,v Z> ((oi , . . . , 0)^) ' ,-,;::f,,v 3 wi D (wi , . . . , co,) 

Y ^ qiìr-*ji\- 1 / V / 1 "i* *^** (^'iv • ) ^t» -n 3?i«^i ,... , J?/V)\ D \Xiif,, . , XiV) j 

"fl.T!!'. 3<0i [\t^ ^ ^OJi D(a)2,..., (Or) / Z>(cui,..., (0^) J 

iir^fV 8^1 "TwT^lT d<ùi D(cOi,..., (0,_,, (.J,+,,...,(Or) J~ 

car les deu^ crochets sont identiquement nuls. 
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Par suite, ^ est nul et de mème pour les autres dérivées. Dès lors, 

H est une constante et au lieu de Téquation (8) on peut se contenter d'é- 
crire que la valeur initiale de H est nulle. Si Ton n'imposait pas cette con- 
dition, les équations (16) et (17) représenteraient, après le changement de 
variables : 

les équations des extrémales de V intégrale : 

j^. cZ (tó, ,..., co,.) (19) 



Sr 



où f est une fonction en gén&al non homogène par rapport aux X, défìnie 
par l'équation : 

f = {.Z.iiir'^,hH,,^-H (20) 

oii les q sont déterminées par le système (18) en fonction des À. On n'aurait 
plus du tout le mème problème, car la valeur de l'intégrale ne dépendrait 
pas seulement de la multiplicité Sr mais de sa représentation paramétrique 
en fonction de o),,..., o^. 

IV. Fonctions d'hypersurfaces. — Revenons à Texpression (4) de <J7; 
lorsque Sr est une extrémale, o I se réduit à l'intégrale prise sur le contour 
Sr-i de Sr . Cette intégrale peut s'écrire de la manière suivante : 

d Sr étant la multiplicité à r diraensions engendrée par le déplacement infi- 
niment petit de Sri, multiplicité dont on peut représenter les coordonnées 
en fonctions de r paramètres fii,... fir- On voit que «JJ sera nul si l'on a 
en tout point de Sr-*: 

Nous dirons dans ce cas que Sr est une extrémale transversale k i Sr 
le long de »SV-i . 

Nous allons maintenant supposer par extension d'une théorie connue 
dans le cas de r ^= 1 que l'on peut determinar une extrémale Sr par les con- 
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dìtions eaiyantes: 1.^ paseer par la multiplicité 2r-i à r — 1 dimensions 
choÌ8Ìe arbitrairement ; 2.^ étre transvereale à une multiplicité fixe Tr . 
Lorsqu'oo fait varier ^^ -i , 1« contour Sr-i de Sr se compose de ^^-i «t d'une 
multiplicité à r — 1 dimensions au plus iV-i située sur Tr et l'on a 

en appelant d^ Sr la multiplicité engendrée par Ir-i seulement. 

D'après cela, on voit qu^à chaque position de la multiplicité ^r-i cor- 
respcnd une valeur bien déterminée de I: Uz^ , dont la variation est donnée 
par l'équation : 

, J Iwr ^(jJii,..., xiv) 0(6,,..., &,) J ^ » ' / 
en posant: 

Par suite U^:^^ est une des fonctions étudiées par M. Volterra sous le 
nom de fonctions d'hyperespace et que j'appellerai fonction de M. Volterra 
ou fonction (F) de la multiplicité Ir-i- Cette fonction n'est d'ailleurs pas 
en general du premier degré (*). Si Ton pose alors 

?Mr.-,*V = g^^.^ — j (21) 

on voit que cela revient à faire le changement de variables (7) et par con- 
séquent on peut énoncer le théorème suivant: 

Si Xiy...y Xn représentent les coordonnées d'une multiplicité Ir-i à r — 1 
dimensions et si les quantifés }i,,.")»v représentent les dérivées fonctionnelles 

o rj 

5 — — de la fonction t/^^., définie plus hautj il y a un système d'tn- 

tégrales des équations (E) qui coincide sur Ir-u avec le système forme par 
ces quantités. 

Les dérivées de la fonction U vérifient dono un système d'équations finies 
qu'ìl est facile de former et qui est l'analogue de l'équation aux dérivées 



(*) Voir la note déjà citée, voi. V, page 159, 



194 Fréchet: Sur une extension de la mélhode 



partielles de Jacobi (obtenue pour r = l). II se compose des équations (8) 
et (14), puis des équations obtenues de la manière suivante. Appelons \f-i^y..^i^ 
les cosinus directeurs de S^-» relativement aux axes x,,,..., a;,>i . Les équa- 
tions (17) vérifiées sur 2^-4 pourront se mettre sous la forme: 

• « • _^___ — _^__^ • • • 

Hq. 

Nous ayons C*^ — 1 équations à n — 1 inconnues ^ j • • > ^- q'ii 
par élimination de ces inconnues pourront fournir des équations de la forme : 

Par exemple dans le eas de 7-^=2, on a: 

En definitive, les dérivées ^ r de U2ùr-x ^ont liées par les èqua' 

( Xi^ ) • ' * ) ^ir) 

tions (8), (14) et (22) aux coordonnées Xi et aux cosinus directeurs [Jiiy-.^i^ 
r elati fs au point considéré de ^V-i • Si Ton s'était contente de remarquer que 

O TJ 

les r-7 r satisfont à Féquation (8), on n'aurait pas eu un résultat in- 

téressant. Car on sait que ces dérivées ne sont pas déterminées d'une fagon 
unique (*), et que quelle que soit la fonction (V) considérée, on aurait toujours 
pu choisir ces dérivées de fagon à satisfaire à (8). 

V. Fonctions du premier degré. — Cette remarque n'est plus appli- 
cable dans le cas oìi la fonction (F) considérée est du premier degré. En 
effet, on convient dans ce cas de prendre pour dérivées de la fonction, le 
seul des systèraes précédents qui soit uniquement fonction des coordonnées 
du point où l'on prend la dérivée. Dès lors, c'est énoncer effectivement une 
propriété d'une fonction de premier degré que de dire qu'elle satisfait à 
l'équation 



H 



r'---'"*^'"-' t^(.rn,...,a;,v)'---)=^- ^^^' 



Nous démontrerons alors le théorème suivant : 



(*) Volterra, Loc. cit, pajjo 100. 
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Si une fonction (F) du premier degré: [7%;^, satisfait à l'équation aux 
dérivées fonctionnelles partielles (8), elle vMfie le systhnt (E) sur tonte 
multiplicité Sr ielle que Von ait: 

(/,...., v = l,..., M) < „ ^, ' (23) 

/ V \ 

\»i <i ) • • • ; »( f» ; 

En effet, d'après l'hypothfese, les q sont des foiictions de rr,,..., .t„ telles 
que l'on ait identiquement (*j : 

«='•+1 3 

A. . =:= V ( l\«flJL«/}. . — 

L'équation (8) ótant vérifiée quels que soient x, ,..., Xn^ on aura: 

(t, = 1,..., w) 
ou : 



*tt"M*»**l 



D'après les hypothèses, ces équations peuvent s'écrire : 

i- ( 1 \r r ^ ^ D (j;,-, , . . . , a;„._, , a;,v+i) 1) 



(*) Voir la note dójà citóe, voi. V, page 162. 
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ce sont dono les équatioDS (16) : 



IT V -^ \ ?»t » • • • > •''«t » • • • » ^»r / 



Inversement, supposons qu'il existe des fonctions }i„.-?«v d© a^i,---, a*r 

qui vérifient le sj stèrne (16), (17). Voyons si elles peuvent étre considérées 

comme les dérivées d'une fonetion du premier degré; c'est-à-dire si tontes les 

quantités yl,p...tv+, sont nulles. Nous avons vu plus haut que si le sy- 

stème (16), (17) est vérifié , H est une constante. Donc les équations 

d H 

- — =r:0 sont vériBées. Et alors en remontant les calculs précédents, on voit 

Xi 

qu'on aura : 

.M "sfi,,.-iiV4.t ^ '*'•*•>*'+» "^^^ (ti = l,..., fi). 

Nous avons ainsi n équations linéaires et bomogènes par rapport aux 
C^^ quantités -4,j,...,t,^, . Ces équations sont bien vérifìées lorsque les ^,„...,tv+^ 
sont nuls. Mais le raisonuement ne prouve pas que cela ait lìeu nécessaire- 
ment. Cependant, on peut afjirmer qu'il en est ainai lorsque r=-n — 1. Car 
le système précédent peut s'écrire dans ce cas sous la forme : 

Gomme nous supposons précédemment possible le ebangement de va- 
riables : 



• • • 



Ha Ha. 

les Hn. ne sont pas tous nuls et on a bien: 

= Aiy..^n ^ ^ qtyin g-^ ?i73r-7n + * * * + ( l)**"*"* g-^ ^iv-rn-* • 

VI. Généralisation des théorèmes de Jacobi. — Supposons qu'on ait trouvé 
une fonetion de premier degré Uj^^^^ dépendant d'un paramètre arbitraire a 
et qui vérifie « Véquation aux dérivées partielles » (8') quel que soit a. Je dis 

que la valeur de k- est constante sur tonte extrémale vérifiant les èqua- 

tions (23). En effet, si 2r.i et l'r-i sont deux multiplicités situées sur l'ex- 
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tremale Sy, oiì aura: 



L v^-^,,-^^u^^,,=\i ^[^-^_£X_ji(^. ,..., or, 



d 

.V, 

ou en posant : 

d 



-^- d a -'- ■ 



y':L-r., - Vx., —\\f^^ ^iùy-ìi- ^9,„...„-..)J<^ ("'»•••» "••)• 



Sr 

On a dono bìen 

^'^V-, = ^iV-, =1 g7 <^ l«l » • • • > Wr) = 0. 

Sr 

Considérons maintenant une fonction du premier dégré U2,v.i dépendant 
de C*; paramètres arbitraircs : o/j, ...,/, . Nou8 dirons que c'est une intégrale 
complète de Téquation 7/=iO, si rélimination des paramètres a entre les 
équations 

(oh les seconde membres sont certaines fionctions de Xi,..,, Jn? et des a,„...,,v) 
conduit à la seule relation: 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui est la généralisation 
directe du théorème de Jacobi : 

Si une fonction du premier degré t/y;.^ est une intégrale complète de 
Véquation (8) dépendant de C'^ paramètre a,„. ..,»,., les équations: 

" > (24) 

— g tr ( ^ 

définissent^ quelles que soient les constantes a et b laissant ces équations 
compatibles, un sy stèrne d^intégrales des équations canoniques {E). 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. 26 
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Autrement dìt^ les multiplicités Sr engendrées par les multiplicités Ir-t 
qui donnent des valeurs constantes aux^ t/jv..^ sont des multiplicités extré- 

males. En eflfet, si ^ C/V.^ est Constant, on doit avoir en annulant sa 

yariation première : 

.2*. ':^, T 9Jiy"iird {xjiy'j Xj^) = 0. (25) 

Or puisque l'équation (8) est vérifiée quels que soient les a, on a : 

,^.a^?i «•'%,...«. =o- (26) 

Mais d'après la définition de l'intégrale complète, on voit facilement que 
Tun des déterminants fonctionnels d'ordre C^„ — 1 forme par les 

8 

doit ètre différent de zèro, tandis que le déterminant d'ordre C^ est nul. Par 
conséquent, les équations (25) et (26) déterminent la méme sèrie de rapporta 
pour les Hg, . et les d{xj^^^,.j ar^v). Par suite, on peut écrire: 

D(a)i,..., <ùr) ^ ^ilV^ir 

et alors d'après le théorème démontré page 195, l'on aura aussì : 

ce qui démontré le théorème. 

Donnons un exemple; les équations: 

^-i.^' l:^« = i. rfCv, R)-d{z, Q)^ d{z, P)-d{x, R) _ 

y« ^ 2» "^ ^« ' Ri P^ ~ 

d{x, Q)-d(y, P) ^ d{y, z) _ d{z, x) _^d{x, y) 

9^ p ^ £ 

z^ y* z* .T* 
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sont vérifiées en prenaiìt 



dU ^ dU j, dV 



(y, z) ^ d {z, iv) d (X, y) 

avec 

17= I [z''ac — 2xyhc\dx-\-y* yl — a'c^ — è*c* d ^ 

sur toute surface engendrée par la ligne L telle que l'on ait 

-— = const. ^^ = const. ^— = const. 
da oh oc 

Nous voyons se manifester dans la résolution des équations canoniques {E) 
la différence entre le cas de r = 1 considéré par Jacobi et le cas general. 
En effet, l'intégrale complète qu'employait Jacobi pour les résoudre n'est plus 
une fonction de n variables, mais une fonction d'hyperespace. C'est une des 
nombreuses circonstances où la considerai ion de ces fonctions est imposée par 
la nature du problème. 

Octobre, 1904. 
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Alcune superficie di Guichard 
e le relative trasformazioni. 



(Di Pasquale Cai.ìpbo, a Palermo.) 



I 



n una elegante Nota pubblicata dal sìg. Guighard nei Comptes Itendus 
de V Académie des Sciences (*), l'autore s'imbatte in una notevole classe di 
superfìcie, le cui linee di curvatura soddisfano ad una particolare condizione. 

L'autore definisce la superficie generica N della classe sudetta mediante 
la seguente proprietà caratteristica : 

a II existe une surface N' ayant mème imago sphérique de ses lignes 
u de courbure que la surface N et telle que si rj et Vi sont les rayons de 
tt courbure principaux de N^ r'i et r'j les rayons correspondantes de N'j 
a on ait 

^•i r't + r, r'i = const., (1) 

« 

tt la constante n'étant pas nulle, n 

Nella presente Memoria ogni superficie che ammetta una superficie con- 
iugata nella sudetta relazione, la chiameremo una superficie di Guichard e 
talora anche brevemente una superficie N. 

Volendo assoggettare queste superficie ad uno studio particolare, con- 
viene riferire la superficie generica N alle sue linee di curvatura. 

Scrivendo le due forme quadratiche fondamentali 

f = Edu*+ Gdv' 
<f = Ddu'+ D dv', 

e cercando la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza della super- 



(*; Sur les Surfaces isothermiques [Comptes Rendus, voi. 130, pg. 159]. 
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ficie N' nella relazione richiesta, si perviene alla condizione 



( 



D ,-=rD 



ff 



^ si E ^ \1g) 

Sì è quindi condotti ad una classificazione delle superfìcie di Guichard 
secondo due tipi differenti definiti rispettivamente dalle relazioni : 

Diremo superficie di Guichard di prima specie quelle definite dalla re- 
lazione' (a); chiameremo di seconda specie le altre. 

Tra le superficie di Guichard di prima specie conviene notare le super- 
ficie a curvatura costante positiva che costituiscono una importante soluzione 
particolare del problema; alle superficie di Guichard di seconda specie ap- 
partengono le superficie a curvatura costante negativa. 

Fra le principali proprietà di queste superficie si ha che l'inversione per 
raggi vettori recìproci trasforma una superficie di Guichard in infinite nuove 
superficie di Guichard. 

Ho trovato questa proposizione utilizzando gl'invarianti dell'inversione 
già da me osservati in una precedente Memoria (*). 

Partendo da una superficie qualunque, sulla quale non si faccia alcuna 
ipotesi, di cui le due forme fondamentali siano 

Edu' + Gdv- 
Ddu' + D dv% 

ed applicando l'inversione, si ha una nuova superficie con tre costanti arbi- 
trarie. Siano le due forme di quest'ultima 

Eidu^ + G^d v* 
Didu' \'D\dv\ 

Ho chiamato invariante dell'inversione una funzione 



^[e,g,d,d,1§,..:j 



(*) Sulle superficie a linee di curvatura isoterme. [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. XVII, p. 275.] 
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dei coeflBcienti E^ G, 2), D' e delle loro derivate d'ordine qualunque, quando 
ha luogo identicamente la relazione 

^\e, G, P, D', |-^,...) = ^(^„ g., a, />",, ^gf >•••)• 

Ho riconosciuto che l'espressione 

G ± E 

è un invariante nel senso sopra definito, donde ho dedotto il teorema enunciato. 

Questo teorema conduce ad un metodo di trasformazione per le superficie N, 

Chiamando trasformazione di Quichard il passaggio da una superficie N 
alla superficie coniugata N\ possiiìmo dire che il sudetto metodo di trasfor- 
mazione consiste nel comporre l'inversione colla trasformazione di Guichàrd. 

Per le superficie N sussiste un secondo metodo di trasformazione il quale 
deriva da un teorema di Guichard, che stabilisce alcune relazioni tra le su- 
perficie N e \e superficie isoterme. 

Per enunciare il teorema di Guichard sotto una nuova forma, utile per 
il seguito della presente Memoria, conviene introdurre come incognita prin- 
cipale per la determinazione di una superficie N ^ di prima specie, la fun- 
zione 6 dei coefficienti del suo elemento lineare definita dalla formola 



tghe=-^ 



E 
G 



La funzione 9 è caratterizzata dal fatto che le due equazioni difFeren 
ziali nella funzione incognita W 

dW _ 1 «10 a*tì 1 ae a» <■) ' 

du cosh* e fu Ftt» senh*e f\i d »« 

senh cosh a M 8 »» ^ ^du^ 

dw 1 a© a«0 1 a© a*'© 

dv cosh*0 3t; d u} senh^w gv dv^ 

1 n^ & fidò 

j t ^ .^ 2 coth e —- TT 

senh cosh e d n* dv dv 

debbono ammettere un^ soluzione comune, 



(7) 
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D'altra parte, sappiamo che la determinazione delle euperiìcie isoterme 
dipende dairequazione di quarto ordine 



\Cì duov' v*\iì duovj duov ^ 



a cui deve soddisfare il suo invariante Q (*j. 

Ciò posto, il teorema di Guichard che permette di trasformare una su- 
perficie N in infinite superficie isoterme, può enunciarsi nel modo seguente: 

Se due funzioni Q e W sono legate dalle relazioni (y), il sistema di 

RlCCATI 



ò- = — T= senh e 1 il* + fr) + t 5— U + — 3—- y è 

du \J2 ' ' ' ar ' y/2coshe Su^ j 

1 1^=^ — p: cosh e (il» + »r + o— il — o-, > 1 

cv ^/2 3 M ^2 senh e ? »' ; 



(e) 



è illimitatamente integrabile. Si avrà deirintegrazione una funzione il con 
una costante arbitraria che sarà una soluzione dell'equazione ($). 

Volendo pervenire al secondo metodo di trasformazione per le super- 
ficie N è necessario procedere in certo modo alla inversione del teorema di 
Guichard; potremo così inversamente far derivare da una superficie isoterma 
infinite superficie N con tre costanti arbitrarie. 

Frattanto le formole, che danno l'invariante 6 della superficie N^ sup- 
posti noti gl'invarianti il e J della superficie isoterma, sono : 



d 



0-7 = — ^^ — + \/2 coshe^- +\/2 il senh e ^- + t-prT-^ 

Ì7M* C U ó V ^ U ^ CU CI Ou CV 

-^~=^ ^ * U- — o * U- +\2 il senh e ^ 
M^t? 2 \d u) 2 \dv ! ^ do 

— i\ 2 il cosh e ^- + 1 i il» cosh 2 e — "i- i ( J + m), 

. , = t 7- 5 t .2 8enh 6 ^ t v/2 il cosh 65 t-- ^ — ^ y 

m essendo una costante. 



\ 



(r) 



(*) Vedi forinola (9) della mia citata Memoria, La medesima equazione di 4.° ordine, 
sotto forma diversa, fu stabilita precedentemente dal D/ Rothe nella sua tesi di laurea, 
che ora soltanto vengo a conoscere : [fnteraiichttngen uber die Theorie der isothermen 
Fldchen^ Inaugural-Dissertation, Berlin, 1897 [Vedi formola (D), pag. 23). 



.^ 
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Le traRfonnazioni rappresentate analiticamente dalle formule (e) e (r) le 
chiameremo rispettivamente (r, e G"K 

Consideriamo altresì le trasformazioni analoghe che si deducono da (e) 

e (r) cambiando i in — i e che indicheremo con G e 7? ^ 

Veniamo alle nuove trasformazioni per le superficie di Guichard me-^ 

diante la composizione di due trasformazioni 6r, 6r *. 

Limitando le considerazioni alle trasformazioni reali, potremo dedurre da 
una ben nota superficie A^ una nuova superficie Ni con tre costanti arbitrarie. 

Il passaggio dall'invariante della superficie N all'invariante 0^ di Ni 
è rappresentato analiticamente dal seguente sistema di equazioni 



ziiz A cosh 01 + ^ ? j 

H [J. V I 

^^=.8enh0.-l- .^ g-^, 

^:^-.- l._^_^^^_ ^ senh0O^-.*-i-2in ) 

ax ce , ^ . 

^- =^ y- ^ cosh . A a, 

V ti 



(I) 



(II) 



OH OV 



- senh . >. a, j 

a V senh h 3 y^ r u 2 ' ' '^^ / 



(III) 



nella funzione incofirnita 0, e in due ausiliarie >. e v. 

È notevole che l'integrazione di questo sistema può compiersi mediante 
la successiva integrazione di due sistemi di Riccati illimitatamente integra- 
bili ; ne discende la seguente proposizione : 

Se si conosce una soluzione particolare del sistema (II), (III), si può 
compiere la trasformazione coniselo quadrature; e in tale ipotesi l'applica- 
zione della medesima trasformazione alle superfieie trasformate richiederà sol- 
tanto successive quadrature. 

Risultati analoghi sussistono per le superficie di Guichard di seconda 
specie. 

La nuova forma sotto cui ho enunciato il teorema di Guichard^ per- 
mette altresì di rappresentare la trasformazione di Darboux per le superficie. 
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isoterme, chiamata dal Bianchi una trasformazione Dm (*), mediante il pas- 
saggio da una soluzione particolare della {d) ad una nuova soluzione conte- 
nente quattro costanti arbitrarie. . 

Le formole relative si ottengono manifestamente componendo una tra- 
sformazione G~^ con una G, Si avrà: 

5— , = — t ^ ^- + V 2 cosh ^-- + v/2 Q senh ^ h « -tt a" ^^ ' 

cu* oudv ^ OH ^ cu iì oucv 

duov 2 \dui 2 \r7t;/ ^ cv 

— t\2 flcosh©!^ + ~iil2cosh2 -- ^«(J+m), 

n-T = ^5— W2 8enh0 ^ % ^2 I^ cosh ^ % — ^ — 5- » 

ou u cv ^2 

^— = — ^- + ^ ii^i — ii) Si — t -:- cosh (Q? — flM. 

Si può mettere questo sistema sotto forma reale in virtù dell'esistenza 
di una funzione \^ soddisfacente alle condizioni 

CU CV ^2 

é7 r e n \J2 

Mediante l'introduzione della (/;, potremo rappresentare analiticamente la 
trasformazione sotto la forma seguente : 

dudv du e V (ì dudv 

2 rl=(||)'-(a!)'+ ]'"•-"! + 2 "«.) + (J + .»), 



(*) Bianchi, 7/ teorema di lìermutahilità per le trasformazioni di Darboux delle su- 
perficie isoterme. [Atti della Reale Accademia dei Lincei, 1.° semestre, 1904, pag. 359.] 
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Cu U u 

Intorno a questo sistema nelle funzioni incognite (//, f2i, osserviamo che 
esso non differisce essenzialmente dal sistema (A) (B) nelle funzioni <jp, il 
della mia citata Memoria che per lo scambio di J in J -\- m. Ne discende 
la proposizione : 

Una trasformazione Dm equivale, a meno di movimenti, alla trasforma- 
zione Cm ad un parametro da me segnalata nella citata Memoria e rappre- 
sentata analiticamente dalla formola 

J(0 z=ziJ-\-m (m ^^ costante) 

più una inversione ed una trasformazione di Christoffel (*). 



§1. — Condizione per le linee di curvatura di una superficie di Guichard, 

Siano N e N due superficie coniugate colla relazione (1); e sia 

ds^ =:^edu^ -{- g dv* 

la rappresentazione sferica delle loro linee di curvatura. I raggi principali di 
curvatura delle due superficie soddisfano alle equazioni 

ou ^ ' cu I 

(2) 
drt , . dìog\Je \ 



V 1 ' ZJ 0. 

V cv 

^^'^ _/^' ^ V 8 log VA' 
cu 'cu 

^^'' —ir' r ^3]0gv/f 

CV ^ cv 



(3) 



(*) È notevole per questo trasformazioni un teorema di permutabilità scoperto dal 
Bianchi; lo forinole relative sono state esposte dall'autore sotto la forma più elegante 
nella nota sopra citata. 



1 1 ' 



"■■■■> • ! ' ''l i k^ 

« :r*-'i Ai.— 



>••! 
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Ciò posto, introduciamo per una superfìcie N le due forme quadratiche 
fondamentali 

f==Edu^-^ Gdv\ 

% = Ddu' + D' dv\ 



Si dovrà avere 



_ G _ E 



i)» Z)"» 



e = -i,- » 



E •' G 



e sostituendo nella (4) : 



,-_ Z) V, O"^' 



che potremo scrivere 






In questa assumeremo per il radicale il valore positivo potendo cambiare 
se occorre D e D in -De — D". 

Siamo quindi condotti a classificare le superficie -N^ secondo due tipi dif- 
ferenti, definiti rispettivamente dalle relazioni : 

^G-^-\lEt.^,G=^, (5) 

In ciò che segue è dimostrato che ad ognuna di queste relazioni corri- 
sponde effettivamente una soluzione reale del problema ; in altri termini : 

Se le linee di curvatura di una superficie soddisfano alla condizione (5) 
o (6), esiste una nuova superficie avente la stessa immagine sferica delle linee 
di curvatura e legata alla prima dalla condizione (1). 

Le linee di curvatura della nuova superficie soddisfano pure alla (5) 
o (6). Il passaggio da una supei*ficie N alla sua coniugata N\ diremo bre- 
vemente una trasformazione di Guichard. 

Prima d'intraprendere lo studio delle superficie definite dalla relazione (5) 
dalla (6^, vogliamo esaminare il caso escluso in cui qualcuna delle fun- 
zioni (f[u) ^ (v) sia identicamente nulla. 
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§ II. ~ Le superficie di Guichard di prima specie 
(definite dalla relazione (5)). 

Volendo fare uno studio completo delle superficie definite dalla rela- 
zione (5), conviene semplificare quest'ultima col porre 

\JE^ e^ senh 0, \~G — e^ cosh 0. (7) 

Con questa nuova notazione, l'equazione di definizione diventa 

cosh . -, senh . - =^ 1. 

^E \G 

Ed introducendo altresì una funzione H mediante la formola 

D D" 

— senh . --Z- + cosh . -= =r ff 

\JE \ G 

si ha : 

D D" 

— cosh e + ffsenh 0, — ^ = senh + ff cosh 0. (8) 



\Je ^ ' \G 

Denotiamo secondo. il solito con r, y, z le coordinate di un punto mo- 
bile sulla superficie e con 

(Xf, Yf\ Zf\ (X'»', Yr, Zf), (Xf\ Yf\ Zi»') 

i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro principale, diretti rispetti- 
vamente : 

l.'' secondo la tangente alla linea ri^cost. ; 

2." secondo la tangente alla linea u = cost. ; 

3.^ secondo la norm<nle alla superficie. 
Le funzioni r, y, z, Xf^, Yf\ Z^^\ Xi«\ Ff , Zf\ Xf, Yi^\ Zf deb- 
bono soddisfare al sistema di equazioni : 

1^ = 6^ senh e.Xf\ Ì^ = e^ cosh . Xf\ 

OH ^ OV 

i ^ = - (*^^ ® Iv -^ a r ) ^'"' + ^'■'''^ ® + ^''"** ®^ ^'" ' ! ^^^ 

'0) / ^ ? ^0\ 1 



\ V 



I.i J.. ' il 
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Inoltre dal sistema (10) eliminando la funzione n coll'imporre la condizione 



si perviene all'equazione 



dv\du) du\dvì ' 



0t " 



c n V n V ov cu ° o u ov 

Al sistema (10) si può dunque sostituire il sistema seguente: 



^1*2 2 \?w/ 2 ° \3 f?/ cudù ° 3t? Sv 

— ^ senh* ( 1 + //2) — /i senh cosh — tgli |^ 4- TTsenh^- 0, 
2 ^ li^ ' 



e U e V OH V ^ ^, xì ,, ' o ^ *, ri „ 



^t; 3?« 



3 w a y 



(A) 



d*l 



'i = 1 (r!)'- 1 -"■• « (!!)'+ '^'' « - 1-: - -"> - i-:" - 



Si; 3 y 



1 



d udii 
g«0 



cosh* 0(1 + Jy^) — H senh cosh — coth ^ — TTcosh* 0, 



Infine calcolando le condizioni d'integrabilità del sistema (A), 
trova che le funzioni TK e debbono soddisfare alle equazioni 



(B) 



(B) si 



dW 

d u 



1 30 a^ 

cosh^ e à w a ir 
1 



+ 



a0 a«0 



senh* a w dv^ 

a»© 



\ 



dW 



tv 



senh 0cosh0 aMSt?' 

1 a0a«0 



2tgh0f-Tr, 

^ aw ' 
a© a«0 



(C) 



cosh» a » a w* senh* ©ai/ a t?* 

+ ^ J!_®__ 2 coth ~ FF (*). 

senh cosh ©aw^ar dv ^ 



(*) Considerando le equazioni (C) nella funzione incognita TF, basterà determinare 
la B in modo che esse abbiano una sola soluzione comune. 
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Inoltre dalle (11) e (12) si ricava: 

cosh tì, + ffsenh 6, = cosh + /Tgenh B, ) 

senh 0| + Hcosh ©i = — (senh Q -\- H cosh tì). ) 

E la terza delle (10), potendosi scrivere in forza delle (10) stesse: 



(15) 



U. 



+ 



3 wLcosh e + /f senh 

1 



-f 



- ^ (senh t) + il cosh e)1 + 

- ^ (cosh + /f senh 0)1 + 

^ V J 



8 r [senh + /f cosh 
+ (cosh + ^senh 0) (senh + il cosh 0) = 0, 

sarà soddisfatta altresì dalla funzione 0i . 

Ed allora le funzioni fi, 6),, H soddisferanno al sistema (10) e perciò 
esiste una nuova superficie le cui forme fondamentali prima e terza sono ri- 
spettivamente : 

ds^ = e*^' (senh* 0i d w* + cosh* 0i d t?' j, 
d s'^ = (cosh 0, + fl senh 0,)« du* + (senh 0, + Ifcosh 0,) d v\ 

In forza delle (15) questa nuova superficie ha lo stesso elemento lineare 
sferico della superficie primitiva; per i raggi di curvatura di esse si hanno 
le formolo : 



r, = 



e^ cosh 



r 



senh + /i cosh 
— «^' cosh 01 



r, 



senh0! + f/ cosh 01 



r 



e^ senh 
cosh + // senh ' 

— e^» senh 0i 
cosh 01 + jffsenh0i 



E da queste tenendo conto delle (11) e (12) si deduce 

Infine notiamo che tra le due forme fondamentali della seconda super- 
ficie si ha la relazione identica 

cosh 01 (cosh 01 + f/ senh 0,) — senh 0i (senh 0j + fl cosh 0^) = 1, 

ed è così stabilita la proposizione. 



'Ir 
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Con le solite notazioni siamo condotti al sistema seguente: 



\ 
ì 



u ' 

d X 



d V 
d tt 
dv 
d u 

dv 

dXT 
du 

dXT _ 



é cos e X^o» 
(tg 









^ì X'oi + (cos + Hsen &) Xf 



(9.* 



7) ^'' ' - ■> 



sene — Hcos0)X<,<" 



— cot « -„ 

V àu 

— (cos e + ffsen 0) A"',»' 

^-Ìl ~ , sen — J? cos 0) Xfl 

ov 

Per la illimitata integrabilità di questo sistema sono necessarie e suffi- 
cienti le relazioni 



= {H+ cot 0) ^-^ , 3- ; = ( H — tg 0) ^^ 



du 



d V 



1 



de di 



^_^« I cot0^'+te0^-li- 

a p« 9 «« ^ a «' ^ ^ a »« sen» a m a « 



+ 



I 



(10)* 



1 "^ /»k ^ ** 

H vTz o— d-- — (cos ® + Fsen e) (sen — Hcos e) 

cos* B dv V ^ ' ^ ^ 



= 0. 



Introduciamo come precedentemente una funzione ausiliaria W definita da: 



8« e 



a w« a t;* 2 seu« e \8 «/ "^ 2 cos^e \a v) ^ ' d m* 
cot <=> f-r + -T (cos* t) — sen« o) (1 — IP) + 2 fl sen e cos e + W 

v^ 2 



= 



e con procedimento analogo a quello seguito nel paragrafo precedente sosti- 
tuiamo alle (10)* un sistema risoluto rispetto alle derivate seconde della | e 



21S 
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alle derivate prime della //. Avremo: 



c w* 



1 id ; 

2 



u- — — tg* H _ -f cot H -— -- — tg e ^ - ^ 
\cul 2® \9r; du du ^ dv dv 



+ y sen* t) ( 1 _ //«) — H sen e cos e 4- tg « ^— - — TTsen* 






r ; e ; 



- — 5~ ^= ^^ Sì " ~r cot ^» ^ - ^ tg ^ ò — - 

C U V cu e V V e H ^ U e V 



7^, -— — L — TT cot' L — tg ^ 0— ^i — h cot H 5 — ^- 
r t'« )l\cv) 2 \2 M ./ ^ dv ó V ^ d u d u 

• 

1 d' B 

COR» H ( 1 — IP) + 7/ sen h cos e — cot e — -- + TTcos* e 

V* 



(A) 



2 



Off 

du 

VI 



{Il + coi^)p- 

u 



(B)' 



Infine calcolando le condizioni d'integrabilità del sistema (A^*, (B)* 8i 
trova che le funzioni TF e H debbono soddisfare alle equazioni 



du 



cos' H d u à ti* 



1 3(-) 6'2 4-) 



diy 

( V 



' sen COS H 3u 3r« ' ^ du ' 

1 g0 g«0 1 ^0 3*0 

cos» 3 1; ^ ' sen«0 dv Tv^ 



(cr 



■f- 



1 



8«0 



sen cos 8 m» 8 «? 



/)0 

2 cot ^^ W. 

ov 



Inversamente, so due funzioni 0, W soddisfano al sistema (C)*^, il si- 
stema (A)*, (B)* è illimitatamente integrabile; le funzioni |, // ricavate da 
esso e la funzione soddisfaranno al sistema (10)*, e allora si può deter- 
minare dalle (9)* una superficie di cui l'elemento lineare è 

d «• "- e*^ (sen* rf w« + cos» d v*) 

e la rappresentazione sferica di Gauss è 

d 5 • = (cos + II sen 0)* d u^ + (sen — //'cos 0)* d v*. 



i 
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I coefficienti delle due forme quadratiche soddisfano manifestamente alla 
relazione (6). 

Si dimostra come nel caso precedente che le superficie così ottenute 
danno effettivamente una soluzione del problema; invero le formole che de- 
finiscono in questo caso la superficie coniugata sono: 

e^^=e-^{ì + H^) \ 

~ 1 ^ (11)* 

sen 01 = YZTW^ f^^" « (1 — fl^) — 2 //cos e], \ 

Avremo allora 

e^ cos — e^ sen 

f — - - *• mr ——————— ^———^ 

* sen -— // cos * cos + 11 sen 

e^« cos 01 — e^' sen 0i 

r 



sen 01 — if cos 01 cos 0i + 7? sen 0i 

donde discende facilmente la proposizione. 

Come soluzione particolarmente interessante notiamo che le equazioni (C)* 
rimangono soddisfatte, assumendo per © una soluzione dell'equazione 



e per W la funzione 



^— - — 5—- + sen cos = 0, 



sen cos d u^ 2 
1 c^e 1 



sen cos 3 1?* 2 

In tal caso le superficie di Guichard si riducono in particolare alle su- 
perficie a curvatura costante negativa, e alle loro derivate mediante l'in- 
versione. 



§ lY. — Gl'invarianti dell'inversione. 

Allo studio delle classi di superficie sopra considerate siamo altresì con- 
dotti da una questione assai più generale di cui per ora tratteremo soltanto 
in quanto che possa interessare alla presente Memoria. 



V.V ..I ,.. u.. .M.^IM. M^*-^»'»-^"* -^^ ^^*^*** ^^^^t^ '"^ ^^'TTJd* 



k i>^t(«( 



.•^ • I ^ 






, .1. V. .'.. '^ V ^'*^' • *-^ ^* 






\ V v^ 



V -*' 



- . .5- loiLjtti^^- " m :":\ 



. ■ %à '»^i"?' **- «--^ 
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con le analoghe in y e ^, dalle quali si deducono facilmente le relazioni ^ 

E = p^Eij G = p'Gi. (18) 

E 

Secondo la definizione superiore la funzione -^ è un invariante dell'in- 
versione. 

Un secondo invariante Totterremo nel modo seguente. 

Esprimendo i coseni direttori della normale alla superficie trasformata 
per mezzo dei coseni direttori della normale alla superficie primitiva e delle 
funzioni rr, y, z si ottengono con opportuni artifizi le formolo seguenti: 

X, = — Xf + ^-^=^ 2)2 X?> [x — a) 

^ I 

r3 = — Ff + ^^-=^212Xf(a: — a) (19) 

- \ 

Z3=— Zi«) + ^ — ^S2Xf(a:-a). 

P 

D'altra parte derivando ancora le (17) e tenendo presenti le (17) stesse, 
si ricava: 



3* rci 1 d^x 2 d f dxi , x' — a 8*p 

du^ p ? M* p dudu p* d u* 

D'onde, osservando le (19) 
Sommando e riducendo: 

2 X |i; = i 2x». 1^ + 5Ì-. ly s 2 XP (. - a) 

Intanto, avendosi 

p = (^x — ay + iy — by + (z — cy, 
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sarà : 



2 OU ^ OH 

2 t7 «* *^ UT 

Dopo di che la precedente si può scrivere 

D, = ^D + ^ ^22 JYf (x - a). (20) 

r r 

Sostituendo in forza delle (18^ per p il rapporto ^~= > la (20) diventa 

Y Ei 

In modo analogo si trova 

^ = JS-" + ^' ^ ^ ^ ^''" ^"^ ~ '*^- ^^^ ' 

Moltiplicando la (21) per \Gf la (22) per V-E^ ed osservando le (18) si ha: 
sG^ + P v'ITG. S2X'«) {x-a) = p v/è. ^ 

Da queste sottraendo si ricava la relazione 

D'altra parte in forza delle (18) 

\lG + eE = psjG, + eE, (e = ± !)• (24) 

Dalla (23) e (24) si deduce che Tespressione 



è un invariante dell'inversione. 



(25) 
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Questo risultato permette di dedurre importanti conseguenze per la pre- 
sente teoria. 

Invero la proprietà invariantiva dell'espressione (25) mostra che appli- 
cando rinversione ad una superficie di Guichard, si ottengono e»'* nuove su- 
perficie di Guichard. 

Componendo l'inversione colla trasformazione di Guichard si ha un primo 
metodo di trasformazione per queste superfìcie. 



§ V. — Il teorema di Guichard. 

In questo paragrafo ci occuperemo in particolar modo delle superficie N 
di prima specie, per le quali adotteremo le notazioni introdotte al § II. 

Per la teoria di queste superficie ha grande importanza un teorema del 
sig. Guichard, che può enunciarsi nel modo seguente : 

Data una superficie N di prima specie, si può determinare una funzione y 
delle variabili ti e t;, in modo che la superficie / definita dalle equazioni 

t/.=y + 6f(rf ;ftrs«>) j (26) 

sia isoterma. 

La determinazione della funzione f dipende da un sistema dì Riocati il- 
limitatamente integrabile. 

L'autore viene così a dedurre cx>* superficie isoterme, riferite alle linee 
di curvatura, ciascuna delle quali si ottiene come luogo di un punto Ai si- 
tuato sulla tangente isotropa della superficie N. 

Per ciò che segue è molto utile dimostrare direttamente questo teorema 
deducendolo dalle formole superiori. 

A tale scopo deriviamo le (26) e sostituiamo alle derivate delle funzioni 
a;, y, ^, Xf , Ff^ Z^^\ X'^\ Yf\ Zf\ le loro espressioni ricavate dalle (9). 

Otteniamo così : 

^ = p »»h e + ^ (fi + .• |-« + .■ .gh e f .^)] XT 

+ i et (^-^ + * 1^ + t tgh II) X<»> + e? (cosb © + /i senh 0) Xf , 
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d Xi 



= PcoshH+..(4^ + |^ + cothe|Ì)]xco) 



— ief( i i^ + l~^ + coth e ?^\ Xf^ + i ef (senh e + /f cosh e) Xi^J 



colle analoghe in yi e ^, . 
Imponendo le condizioni 



2 d Xi d Xi r. 
Tà dv ~^' 

8Ì trova che la funzione e. dovrà soddisfare al sistema seguente: 



S( 



,„h « (.• I? + l^- \ - cosh e(|?. + ,• I^U cosh e |i 
\ V u ! \ò u V ) cu 



,• |i + 1^ = cosh senh (9 — $) — coth P 

d V cu M / gi^ 



(27) 



— t senh « p — e^"' (cosh + /? senh e) (senh & -\- H cosh e) = 0, 

co8lie^,^^+^^j «®"'*"\a„ + *at;; + senh0 8m [ ^2®) 

— » i—- 5 cosh» senh (» — $) — senh* cosh («p — $) 

cosh0 d V \T */ M ■»/ 

— \ e^'^ {H' cosh* © + H* senh* + 4 i^^senh cosh 0) = 0, 
che si può scrivere 

|l +.-|-^ = — 8enh©co8h (• — !) — ttgh0p- 

— i. ef-f (/T* senh + 2 jKTcosh 0), 



(29) 



+ j ef'^ (ff* cosh + 2 il senh 0). / 

Intorno a questo sistema osserviamo subito che esso è illimitatamente 
integrabile in forza delle equazioni (10) che supponiamo soddisfatte; inoltre, 
posto p = ef^ esso assume la forma di Riccati. 
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Sostituendo nelle (27) per la derivata della f le espressioni ricavate 
dalle (29)^ si ha: 



d 



Xi l f 

- == jV senh — e^\ senh o cosh (9 — |) + 



+ j ef-^ (ff« senh 6+2 ^cosh c-))lj XI 



0) 



— i.ef senh <-> cosh (y — {) + 



+ i- e^"^ (/?« senh e + 2 H cosh w)l X 



(0) 



3 i? 



= ~ief 



+ e^ (cosh H + iJ'senh e) Xf, 
cosh H senh (y — {) + 



/ 



(30) 



+ i. «f-f ( ff • cosh H + 2 iJ'senh 



«)] 



Xi^' 



+ I e^ cosh e + ^^^ cosh e senh (y — |) -f 



(0) 



+ 1 ^?-^ (//* cosh H + 2 //senh h)1J JST! 

+ i ef (senh e + // cosh e) X ^^\ | 
donde si ricava per l'elemento lineare della I 

ds^ = e^f{du' '\-dv% 

Ed ora dimostriamo che per una funzione (p ricavata dal sistema (29), 
le equazioni (26) danno effettivamente una superficie isoterma riferita alle sue 
linee di curvatura. 

A tale oggetto basterà mostrare che sulla superficie I le linee u e v sono 
coniugate. 

Denotando con Xi, Fi, Zi, i coseni direttori della tangente ad una 
linea v e con Xs, Fs, J?, i coseni direttori della tangente ad una linea Uy 



si ha : 



X. = e-f 



Xt^e-f 



du 
dxi 

dv 



> 1 x — e ^ 5 — y icii — e T^ ^ — ì 

u cu 



dv 



do 
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E ponendo altresì per brevità 

avremo le relazioni 

/ X. + m F, + » Z. = c-r 2 i^T + i -Yf) ~ , 

e sostituendo per le derivate delle funzioni x,, y,, 2, le espressioni (30), 
scriveremo 

lX^ + mY, + nZ^= e^-f senh «, ; 

' (31) 

lXt-\-mYt + nZ, = i e^-f cosh «. ) 

Per i coseni direttori della normale, che denoteremo con Xj, Y3, Z», 
introdurremo una funzione ausiliaria W che definiremo colla relazione 

lX, + mYs + nZ, = W. (32) 

Per determinare la W basta quadrare e gommare le (31) e (32); tenuto 
conto della relazione 

/' + m' + n« = 0, 
avremo 

Dopo di che possiamo risolvere le (31) e (32) rispetto ad /, m, n; cioè 

l — ^-f {X, senh © + i X^ cosh + X3), \ 
m = e^-f {Y, senh © + * F, cosh e + F,), i (33) 

n = ^'f{Z, senh © + t Z, cosh © + Z,). ) 

Da queste formolo tenuto conto delle (30) possiamo facilmente ricavare 
i coseni direttori della normale; si ha dopo riduzione 

X, = [cosh (? - - i e?-i hA XI») ) 

^ ^ (34) 

+ i [senh (* - I) - -1 ef-^ H»] Xi"» + // X<« . j 
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Ed ora derivando, e sostituendo per le derivate di X{% Xi% X^^\ jH, y 
le loro espressioni ritjavate dalle (9), (10), (29) perverremo in forza della (28) 
alle seguenti relazioni 

^ = f -Ì-p + C08h(?-$)-|6f-«H«-'l^' 

d u [ senh ^ du ^ \t •*/ ^ j du ^ 

dv l cosh t) dv ' VT "»/ 2 J ov ! 

colle analoghe in y e 2;. 

Da queste finalmente si ha: 



y^d Xi d Xi 
^ ou d V 



-4- |i + cosh (?-$)-! ef-^ hA e-9 2,1^^-^ = 0, 
senh e du \t •»/ 2 J ^du dv ' 

e così la proposizione è dimostrata completamente. 

Questo teorema del sig. Guichard contiene una trasformazione, che per- 
mette di dedurre da una superficie N infinite superficie isoterme dipendenti 
da una costante arbitraria. 

Tale trasformazione chiameremo d'ora innanzi una trasformazione G. 



§ VI. — Espressione analitica della trasformazione G 

PER MEZZO DEGLI INVARIANTI. 

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione G per mezzo 
delle formole (29); ora interessa mettere il risultato sotto una nuova forma 
introducendo l'invariante 11 (*) della superficie trasformata. 

Mostreremo così che la trasformazione G si può rappresentare mediante 
un sistema di Riccati nella funzione incognita il, nel quale i coefficienti sono 
formati soltanto colla funzione h e le sue derivate. 

Il vantaggio della nuova rappresentazione per la trasformazione G con- 
siste nel fatto che essa sotto la nuova forma si potrà applicare, oltre che alla 
superficie N da cui siamo partiti, a tutte le superficie derivate da N me- 
diante l'inversione. 

Per la questione che ci siamo proposti calcoliamo anzitutto dalle (35) i 



(*) Vedi la mia nota, pàg. 28'^. 
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coefficienti della seconda forma quadratica per la superficie J; cioè 

^cu du [ senhHdtf * *^ 2 J ' 

jdx^dX,\_.ldl ^^^ -l)-\ ef-^ 7/'l e-f. 
^cv dv [ coshegt; ^^ '^ 2 J 

Indicheremo, secondo le notazioni della mia citata Memoria, le funzioni 
soprascrìtte rispettiyamente con 



v2 \J'2 



ed avremo così: 



-L (o) + lì) = \^Jl — cosh (? — + i ^^'^ H% 

yì2 senhe du ^^ ^^ ' 2 ' 

-lr(«_n)= i_i.^|i_8enh(? — |) + 4-^^-^flS 
./2 cosh H Sr ^^ '2 ' y 

le quali possiamo scrivere risolute rispetto ad o) ed i), cioè 

v^""" senheau cosh e a» ' ' 



(36) 



(37) 



Ciò posto, deriviamo la .seconda di queste, avendo cura di sostituire per 
le derivate seconde della | e per le derivate prime della y le loro espres- 
sioni date dalle (A) e dalle (29) ; potremo scrivere ordinando conveniente- 
mente il risultato nel seguente modot 

du ^ V cosh ^ u d V 



i; \ senh <r) 3 M cosh e 3 t?/ 



' cosh e 8 w« * 
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donde tenuto conto della seconda delle (37) si ricava: 

\/ 2 o— =— senh h . 11» + i ^ 2 -o— A -^ i — tt-t — s^nh e . TT. 

Analogamente si trova: 

sl2~ -- fcosh e . iV — 1\"2 1^' 11 + i —V- ?-^ + «cosh b , Tf^. 
Perveniamo dunque al seguente sistema di equazioni differenziali 

?^ == - .L senh e (iV + FT) + i ^ li + y--'— pi , ì 
óu \J2 àv V2coshe2w« / 

> 
ar ^2 ' ' aw V2senhe ^«^' 



(38) 



Questo sistenìa ha la forma di Riccati ed è illimitatamente integrabile 
in forza delle relazioni (C) per ipotesi verificate. 

Esso dà la nuova rappresentazione analitica della trasformazione G e 
precisamente il passaggio dall'invariante «di una superficie A^ all'invariante 12 
di una superficie isoterma. 

Viceversa è sufficiente che una funzione 12 verifichi il sistema (38 , perchè 
si possa assumere come invariante per una superficie isoterma. 

Infatti in tale ipotesi definiamo una funzione ^ colla formula 

e^-f = — J2 ii ! - P' - i -T- ì- ' (39) 

^ senh w d u cosh i-r d v ^ 

Derivando e sostituendo per le derivate seconde della { e per le deri- 
vate prime di 12 le espressioni date dalle (A) e dalle (38), &i ha: 



\du dui 2 senh <•> \d uj 



1 dldl , senh « Id $\» 



» \dv) 



cosh (■) du d V 2 cosh» 

cosh s d V, 



a e , - 1 a ;; . . 

*a7W2" + «e„-hea'„+' 



+ 4-0"' senh e + 2 fl cosh ©) + ~ senh w. 
Fra questa e la precedente eliminando 12 e semplificando, si ottiene la 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. 30 
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prima delle (29i; in modo analogo si verifica che la funzione f> definita 
dalla (39) soddisfa altresì alla seconda delle (29)^ sicché possiamo enunciare 
il risultato seguente: 

Se una funzione 12 soddisfa al sistema (38), si ha dalla (39). in termini 
finiti una funzione ^ che soddisfa al sistema (29); per una tale funzione f 
le (26) definiscono una superficie isoterma riferita alle linee di curvatura, la 
quale ammette come invariante la funzione li da cui siamo partiti. 

Dopo i risultati da me conseguiti nella citata Memoria [>ossiamo affer- 
mare che la funzione 12 così ottenuta soddisfa all'equazione differenziale alle 
derivate parziali di quarto ordine 

ond'è che dal punto di vista ^ analitico possiamo enunciare il teorema di Gui- 
chard sotto la forma seguente : 

Se due funzioni (-) e W sono legate dalle relazioni (C), il sistema di 
RiccATi (38) è illimitatamente integrabile; si avrà da esso una funzione 12 
con una costante arbitraria, che soddisfarà all'equazione differenziale (40). 



§ VII. - Inversione del teorema di Guichard. La trasformazione (t~*. 

Per lo 8vilup|)0 della presente teoria importa invertire il teorema ora 
dimostrato, cioè : 

Ogni superficie isoterma I può sempre considerarsi come derivata da 
una superficie N^ mediante la costruzione indicata dal teorema di Guichard. 

Per la dimostrazione adottiamo le notazioni da me adoperate nella ci- 
tata Memoria. 

Denotiamo con .r,, y,, z^ le coordinate di un punto mobile su J e con 

(X., F., Z,) (X„ r„ Z,) (X3, Ta, Za) 

i coseni di direzione dei tre spigoli del triedro principale. Si avrà : 

OH ' ov f 

d H ov ^2 ' ^ ov ti ^ ; 
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CV OH v2 ^W V ' 

/ (41) 



3 



du 



V2 3 » V2 / 



Per la illimitata integrabilità di questo sistema si dovranno avere le re- 
lazioni 

A(„ + i2) = (a,-U)|l, 

OV Ó V 

^ (a, — iì) = (« + il) |2 , ) (42) 

che supporremo soddisfatte. 

Dopo le ricerche da me esposte nella citata Memoria sappiamo che il 
sistema (42) è equivalente al sistema completo 



d ud V d u d V ^ d u d v 

= V ■ + (w + 12) -i , 
_- r= — ^ 0) — 12) — j 

V V V 



I 



^43) 



(44) 



nelle funzioni f, u; supposto 12 una soluzione dell'equazione diiferenziale (40) 
e ./ una funzione definita a meno di una costante dalle relazioni 



dv\iì duco}' 'du^ ^' I 



cu - , „ 

i (45) 



Prendiamo la superficie 7 come superficie di partenza per una congruènza 
rettilinea, in cui la direzione dei raggio sia espressa mediante le funzioni 
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note A'i, Yij Z,j A',, F^, Z, , A'g, F3, Z3 ed un'ausiliaria ©, dalle formole 

pi = Xi senh -j- i Xg cosh + -Ys ] 

pm=Yi senh (-) + / F^ cosh + F3 [ (46) 

pn ^=^ Zx senh + i Z^ cosh + Zg, ' 

Per le coordinate di un punto qualunque sul raggio avremo 

x = x, — e^ (Al senh + i X^ cosh + A",) ) 

y = y^ — e^{Y, senh + i Y, cosh + F3) [ (47) 

ì 
^ = 2;, — e^ (Zi senh + i Z^ cosh + Zt) ; 

« 

essendo ; una funzione delle variabili w e v. 

Dico che è possibile disporre delle funzioni e | in guisa che il luogo 
descritto dal punto P sia una superficie JV, che ammetta come tangente iso- 
tropa il raggio della congruenza. 

Infatti assoggettiamo anzitutto le funzioni incognite e $ alle relazioni 
(29) e (37)^ che scriveremo risolute rispetto alle derivate prime della e 
della I, cioè: 



l^ + ip-=. \ef ^ + ]- (o) + i2)l cosh + ef'^ Hsenh J 
cu dv [ V2 J f 

i^ + ì^--^ — \e^-^+ }~ (w — iì)\ senh — ef-^ ff cosh 
co du L \/2 J 

||- = senh [i- ef-^ H' — cosh (y — ^ — -p- (« + iì)ì 



(48) 



t^ = — cosh0l ~ 



^>.ef-eH'-senh(^-|)-^(a, + ")] \ 



(49) 



ed aggiungiamo a queste le relazioni (B) cioè: 

1^ = (H + coth e) |i 

ou 'cu 



(50) 



Noi dimostreremo che il sistema (4S\ (49), (50) nelle funzioni incognite 
H, I, /f è illimitatamente integrabile e che per due funzioni e | da esso 
ricavate, le (47) danno effettivamente una superficie N nelle condizioni volute. 



t j<-." 
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avente per prima e terza forma fondamentale 

d 5» -— e^^ (senh* (•> . rf w* + cosh« e . d t?«) 
d 8'- = (cosh <-> + If senh e)» rf ti« -|- (senh e + fl cosh <-))• d vK 

A tale oggeKo deriviamo la prima delle (48) rispetto a t; ed eliminiamo 
per mezzo delle (48), (49), (50) le derivate prime delle funzioni incognite. 
Posto per brevità 

M==] tef-^ cosh 2e . ( l 4- tf') + cosh . |2 — -^- i e^-f 

+ I senhe . ^-? + i 1= (w + i2) senh» e + ^ -l. (w — iì) cosh* e-) 

4- [senh « • ^^^ + * cosh h . |^ + i ef"^ senh 2 e + i i w senh 2 «1 F, 

1 67 t? 8 M ^2 J 

potremo scrivere 

cv\c li ì ov* \' 2 d V 

+ t ^ senh H . (co + 12) f^ + i senh' • ^(w* — «'), 

y 2 d n 2 

+ 1 4- s^^nh <"* • ^ (o) — i2) + I cosh* « • J (co^ — fì') . 

ar\aMJ du\dv)~ 

+ -^ cosh H [A („ + i2) _ (e^ _ iì) |l] 

y/2 L^ ^ ^ «'J 

— t }^ senh e [ .1 (a> _ lì) _ (« + iì) f-^ 
^2 1 6> w 9 u 

il secondo membro della quale è identicamente nullo in forza delle (42) per 
ipotesi verificate. 



Donde 
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Analogamente si ha dalle (49), tenendo conto delle (48), (49% (50) 

A(p)=|l|i+«,thH.?-"|i+.gh».|5p 

ovXduj du dv V dn cu cv 

du\dv] dudv^ dvdu^^ dudv 

— t4=CO8h0f„-(w— ii)- (« + ii)|^L 



e per le (42): 



i. (|Ì) = !_ (P) = |Ì li + „„.h .-: . » « |i + tgh e . 1^ |Ì . 

dv\du] óu\ovi dudv dvou ^ ou dv 

E finalmente, tenendo conto di quest' ultima, si verifica facilmemente 
l' identità 

d idH\ d idH 



d V 



[dui 



d u^d V 



Dimostrata così la illimitata integrabilità del sistema (48), (40 , (50), ve- 
niamo a dimostrare la seconda parte del teorema. 

A tale scopo deriviamo le (47) sostituendo per le derivate prime delle 
funzioni .V,, Yi, Zi le loro espressioni ricavate dalle (41). Avremo 



d 

d 



1= A" 



■i + ,L (« + fl) --Mshe(|^ + .-M-senhe. |i 



X. 






— i e^ Isenh e IÌ^ + i |i] + coshH. 
l \(Ju ' d v) ' 

5-^ ^ i e^ f C08h e. ( .• 1-^ + f-^ì + isenh « • f^l X. 
V [ \ d V dui vj 



«coshev^'IX, 

e VI 



(51) 



- e 



i^ + i ] coshe (« -i2)|x,. 
d V J2 J 
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Eliminando fra queste e le (48) e (49) le derivate prime della e della ;, 
otterremo : 



a« 



senh* senh (y — $) + 






■\- 



+ y e» f senh © ( R' senh + 2 ff cosh 0)1 A', 
i ^ Isenh cosh senh (9 — \) -\- 

+ g- e? f senh ( ff ' cosh + 2 W senh 0)1 X, 

e^ senh ^ [-i e^ ^ fl« — cosh (f — 1)1 X3 , 

/ «^ senh 6> cosh cosh (y — |) + 

+ -i- ^r-^ cosh (fl« senh -|- 2 77 cosh *=i; | X, 
«« cosh- cosh ( y — \) + 

+ J ^''"^ cosh (fl« coah + 2 H senh 0)] X, 

— 2 é cosh [ 2 «^-^ ff • — senh (9 — 1)1 X, , 

colle analoghe in y e 0. 

Sotto questa forma si verificano facilmente le identità : 

2(^Ì^)'=«»^«enh«0, 

2(|^) = **^CO9h«0, 

y 3^ ^ ^ 

f^ ?« 3 t? 

/) OC /ì X 

cosh • - — 1- tsenh • = c^ senh cosh . /, 



/ (52) 



cosh • ?^ + 1 senh • ^ 



= e* senh cosh . w, 



cosh • „— + » senh • — = «* senh cosh . n. 

3m a» 



(53) 



{bil 
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Le prime mostrano che la superficie (47) ha per elemento lineare 

ds* = e^ (senh^ 0.du* + cosh* S.dv^) ; (55) 

le (54) mostrano che il raggio della congruenza è tangente isotropa della su- 
perficie, e così è dimostrata una prima parte del teorema. 

Per dimostrare la seconda parte occorre anzitutto calcolare i coseni di- 
rettori della normale alla superficie (47); denotando questi con .V^^ Y^^\ Zf^ 
con opportuni artifizi si ottiene 

X<^) = (cosh + //senh S) X, + i (senh + T/cosh 0) X^ + H X, 
r<«^ = (cosh & + H senh 0) Y, + i (senh + ff cosh 0) Yz + H F, 
Zf = (cosh + //senh 0) Z, + i (senh + //^cosh 0)Z^ + HZ^. 

Ed ora derivando e sostituendo per le derivate di A"/, F,-, Z, le loro 
espressioni ricavate dalle (41), avremo: 

V^= [(8enh0 + //cosh0.(|- + ^'Ì'^ì + senh0^~i2-4 (o) + iill.V. 
cu { \du cvj . du ^2 J 

+ • [(cosh + // senh 0) ||^ + i ||1 + cosh 1^] X. 

+ rj_ (« + fi) (cosh + //senh 0) + ^1 X, . 
l\/2 ^«*J 

Ed in questa esprimendo in forza delle (48), (49), (50) le derivate della 
e della // per mezzo delle funzioni $, 0, //, si è condotti, tenendo presenti 
le (52), alla relazione 

d XT _ _ cosh e + //sen h0 d_x 
du e^ senh g w 

Allo stesso modo sì trova 

dXT _ senh + // cosh g r 
dv c^ cosh ^v 

Ne deriva per la rappresentazione sferica di Gauss la forma 

d8'* = (cosh © + //senh 0;« d u^ + (senh + //cosh 0)* d v\ 

La quale insieme alla (55) mette in evidenza che la superficie definita 
dalle (47) è appunto una superficie N. 
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Questo teorema contiene una trasformazione, che in certo modo può 
chiamarsi inversa della trasformazione G\ essa permette di dedurre da una 
superficie isoterma infinite superficie di Guiohard dipendenti da tre costanti 
arbitrarie. 

Tale trasformazione chiameremo d'ora innanzi una trasformazione G*. 



§ Vili. — Espressione analitica della trasformazione (?-* 

PER MEZZO DEGLI INVARIANTI. 

• 

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione (?-* per mezzo 
del sistema completo (48), (49), (50); ora trasformeremo questo sistema in un 
altro equivalente in cui compariscono soltanto O ed il. 

Dalla prima delle (48) derivando rispetto ad u ed ordinando opportuna- 
mente otteniamo : 



a'0 , . o^<f 



\ef^ (cosh & + II senh 0) + -^ cosh . (w + 0)1 ^ 



9 M* cucv l ^2 



+ \ef-^ (senh + if cosh 0) + -Ir senh . (w — ii)l |^ 

+ v/2 cosh — + v/2 n senh |^ , 
^ té ^ cu 



che per le (48) stesse si può scrivere 

du^ dudv [dn '^ dvj'du Vdv'^diijdti 

+ J2 cosh • 1- + v/2 ii senh 0. ?^ • 

Ed ora sostituendo per t.-—-- il suo valore dato dalla seconda delle (43) 

^ (ju d V ^ ^ 

e semplificando avremo : 
- — = — t — -— + e /2 cosh • h V 2 senh • ^ h « ^r t;^ - • (5o) 

i4.nna/i di Matematica^ Serie III, tomo XI. i>l 
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Analogamente 

Inoltre dalla prima delle (48) derivando ed eliminando dal risultato la H 
per mezzo delle (49) e (50), si ottiene : 

curo a»'"*" [dvì [dvj'^ '(iu?v' d» du 

+ V 2 " 8e"J» ^-^'P — \'2 " cosh G ■ P — -^ p- . 
Analogamente 

du'dv dtr \duì'^ \d»ì duév '^ óv du 

^- .• ^/2 ilcoshft . ^ + t ,2 iìsenhO. ^ + » -^ |^ • 

Sommando eolla precedente e tenendo conto della prima e terza delle (43) : 
2 J~P =^ -- 1 (J + ea i>) — iJ2 iì cosh . ?-^ + ./2 Ì2senh0. |^ 

+ » v2 "senh©. f-? - W2 12 cosh© • t"^- + i(^®V- i (^f 
\senh0aw ' cosh© a t;/ 



+ 



Ed infine sostituendo per le derivate della f e della | le espressioni ri- 
cavate dalle (48) e (49) e riducendo: 



e 



, ^ = -TT * hr- — oT M 5— + v^2 iìsenh • — 

— i v/2 tìcosh0.^ + -^ a il* cosh 2 0— ^- 1 (J+ 1). 

^ ( u 2 2 
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Perveniamo dunque al seguente sistema di equazioni differenziali : 

^ = — «^— h\l2 co8h0-T h\/2 iisenh®— + *- ^—r--> 

gM« du cv ^ d u ^ cu Q dudv 



^S-= ^i |— — o» 5— +^^'2 iisenh© 



cM?p a'V^M/ 2'V^»/ ' ^'' dv 

& . 1 



(56) 



- t v2 "cosh • P + -V * "* cosh 2 @ — -^- 1 (J + 1 ), 

V ^M 2 2 

S»&_,de80 .,^_u«»^" //5-n...ì,«^® .• 1 8*« 



dv 



2 



* F ^ — «Va senhe.p - tV2 iìcosh© ~ - » ,, J^^ • 
ou Qv ^ dv ^ dv iì ducv I 



Esso dà la nuova rappresentazione analitica della trasformazione (?-*, e 
precisamente il passaggio dairinvariante li dì una superficie isoterma all'in- 
variante di una superfìcie di Guichard. 

Sotto la nuova forma si verificano assai facilmente le condizioni d'inte< 
grabilità che si riducono alle sole (45). 

Viceversa è sufficiente che una funzione S verifichi il sistema (56), af- 
finchè si possa assumere come invariante per una superficie di Guichard. 

Possiamo dare due diverse dimostrazioni. 

Una prima, ben semplice, si ha nel seguente modo. 

Sommando la prima e la terza delle (56), si ottiene : 

a-7+ ó-T = \'2 cosh0.^ tv/2 senh®.^- 

Oft* ov^ ^ CU ^ dv 

+ J2 Hsenh© . |^ — ti/2 iìcosh® • |^ , 
^ Oli ^ dv 

che si può scrivere 

J2 cosh© • ^ o-T — » \/2 ii cosh . — - — 

^ u ou^ ^ dv 

ii/2senh0-5 ho-?-— v/2iÌ8enh0.^ • 

V CV OV ^ cu 

Ciò posto, definiamo una funzione ausiliaria W colla formula 
V 2 cosh0 • 1^ — I' ® — i sj2 « cosh ® g ® + senh cosh e{W-\- 0^) = 0, (57) 



1 
^ 
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che per la precedente eguaglianza si può anche scrìvere 

iJ2senhe'— + I-7 — v 2 ^^s^nh©- ? — rsenhecoshet tr^Q^i=0. ìòSì 

Scriviamo quest'ultima sotto la forma 

cosh^e. ir= — i\2 coshe.^^ — cothe. ^4- 

-r v2 ii cosh e .t^ — coBÌi' e . <>•. 
* cu 

Da cui derlTando rìt^petto ad u ed eliminando dal seeoudo membro le 
derivate prime di 11 colle (57) e (58) e la deriyata seconda di lì colla terza 
delle (56), si ricava la prima delle (C). 

Analogamente si ricava la seconda delle (C); ed allora per una fun- 
zione 6 ricavata dalle (56), le equazioni (C) ammettono la aolozione co- 
mune ir definita dalle (57), il che è sufficiente per concludere che la fun- 
zione 6 si può assumere come invariante per una superficie di Gochard. 

La stessa proprietà può anche dimostrarsi cosi. 

Supposto 6 soluzione del sistema (56), definiamo due funzioni ;, H me- 
diante le formole: 



e'r-^=coshe(t^4-tt?Uwnhe(i|^ + |^| . 
L (r^ a. li) cosh* e - ^ (x) — Qt senh' O, ' \ 

er'^H=- senheli'' ^ if-l -coshei'i ^ -^ ^j] 

\cu Cd] \ cv c hJ 

— 2 ii senh . cosh 0. 



(59) 



» 

\ 



(60) 



Dico che la soluzione e le due funzioni ; ed ff sopra definite costi- 
tuiscono una soluzione del sistema (48), (49», (50:. 

Infatti le (48) sono soddisfatte in forza delle definizioni stesse delle fun- 
zioni ; ed H. 

Inoltre derivando la prima delie <59) rispetto ad «, e sostituendo per le 
derivate seconde di e f le loro espressioni date dalle (56) e (43) e per le 
derivate prime di le loro espressioni ricavate dalle (44), dopo riduzione 
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si ha : 



+ iV cosh 2 e — ^ (fl' — <o« — 2 M Q) ; 
che in forza delle (59) e (60) si può scrivere 



senh0 2 w 



= (e?-^H)^— (6?-^')'— 1 -^/2 (w + il)e? S 



Da questa discende facilmente la prima delle (49); in modo analogo si 
dimostra che le funzioni ^ ed H verificano la seconda delle (49). 
Analogamente derivando la (60) e similmente operando si ha: 

2 .^r' (\« - H |i) = - f|«Y- (l^y - 2 . |i |5 

cosh0\8tt cu) \duj \dv) dvdu 



dv 



+ 2irg-^ — \/2 ii sente] 

+ il' cosh 2e — ~{Cl* — t^* — 2oì 12). 



Da questa e dalla (61) deriva 

|^={H+cothe)p. 
óu cu 

In modo analogo si dimostra che le funzioni | ed ff verificano altresì 
l'equazione 

|^ = (i?-f tghe)p. 

V ° ' dv 

Da quanto precede risulta che assumendo come funzione 6 una soluzione 
del sistema (56), la e le funzioni | ed H definite dalle (59) e (60) verifi- 
cano il sistema (48), (49), (50), e ciò è sufficiente per concludere la propo- 
sizione. 
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§ IX. - COXPOSIZIOBE DI DHA TBASF0BMAZI09B G CON UBA 6''. 

Lo scopo principale di quanto segue è di venire alle forinole di trasfor- 
mazione per le superficie di Guichard di prima e seconda specie, mediante 
le quali si possano dedurre da una ben nota superficie di Guichard infinite 
altre superficie della medesima specie. 

Sarà utile considerare oltre alle trasformazioni G e G"^^ le trasforma- 
zioni che da esse si deducono cambiando i in — i, le quali denoteremo ri* 

spettivamente con (?, (?-*. 

Ciò posto, consideriamo una superficie N\ applicando ad essa la trasfor- 
mazione G otterremo infinite superficie 7, ed infine applicando a queste la 

trasformazione (?-* otterremo infinite nuove superficie Ni . 

Il passaggio da una superficie N ad una superficie Ni diremo brevemente 
una trasformazione T. 

Le formole relative che danno il passaggio dall'invariante 6 della su- 
perficie N all'invariante 0i della superficie ^j sono manifestamente 

ggei _ cosh 01 8^0 .3 0^ ^!^^ „ • ^ ^J^ 
du^ cosh B d u'^ du ó V dudv 

senh «1 ^^ + senhe ^j -j- «\/2 ft ^- (cosh e, + cosh e) (62) 
— iV senh il (cosh 0, f cosh e) — IT senh e (cosh e, + cosh e), 

fudv~ dudv 2*\du)'^~2*\duj'^2*\dv)~^2*[dvJ . 

+ W2 n (senh H. ~- + senh B f- - + » cosh «» ^~-' — i coeh 9 |^ì ' (03) 



+ ~ i iV (cosh 2 e — cosh 2 B, ), 

a«0i __senh0i 8*0 .?0i 801 , . 80 80 

d v^ senh dv- du òv dudv 



\ 



+ i^y.Cl (cosh Bi ^^ — cosh B ^^j + ^j2 iì ^-^ (senh B^ — senh B) / ^^*^ 
— Il* cosh B (senh B, — senh B) — Wcosh B (senh B, — senh B). 
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(65) 



à= ^ senh e (ii* -I- PT) + « 5- a + -= -- 

dti ^2 ov v2coshe£'«* 

»>,-=: pr: cosh (il' + Ir ) + 5- a — 5— • 

Ora, volendo esprimere queste sotto forma reale, porremo 

V 2 n = X 4- » « , 

e le (62), (63), (64), (65) danno per le funzioni incognite X, p, 0, il sistema 
simultaneo : 



—7 = — JTTT 5—, + senn e, 5 \- senh © tt- a 

«* cosh 2 «« \ 8 M <» «/ 



(cosh 01 + cosh 0) 1^ u. — \ senh (cosh 9. + cosh 0) (X» — p« -f 2 PF), 



(66) 



2*^1 8*0 . . / , .^ 8 01 . . ^80 



d u d V d u d V 



+ X (senh (-), ^ + senh |^ì 



— u ^cosh e, ^^ — cosh ^ 1^) + 7 5^ f^ (cosh 2 0, - cosh 2 0), 
senheia«0 / , ^ 80i u n 80\ 

r-T- 5-T — <^OSh 0t -^- cosh ^— 1 a 

senhH 8t?« \ dv dv ) 



(67) 






+ (senh 0j — senh 0) I7 ^ — y cosh (senh 0, — senh 0) (X« — ;x« + 2 TT), 



(68) 



-5— a^ = 5- 5 (cosh 01 + cosh 0) X 5— 

cu óv oudv dv 



(senh 01 ^ + senh ^ — |(x + senh (cosh 0, + cosh 0) X jx, 



(69) 



+ 2 fi (senh 0. ^+ senh II) (70) 



4- (X* — f**j (cosh 2 0, — cosh 2 0), 



\ 
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-^ ^— = 5— o h (senh S^ — senh tì) ^- pu i 

e u V u V u f«.. 

1(71) 

+ I cosli Qi -;r--^ — cosh B ~ I X — cosh (senh 61 — senh 9) a u, 1 

2^ 1 2«0 de 1 u^r. , , OIT7 

^ = — tt: 5-1 — .^ - — o senh e (/.« — y.« + 2TF), 

) (72) 

7.— = fA ^ cosh X u, 



—- = X v, senh / u, j 

1? senh e dv^ ou 2 ^ ' ' ' / 

Dalle (69), (70), (71) risolvendo algebricamente rispetto alle incognite 

001 001 . , 

-^— 7 ^— SI ha : 
cu e V 

-^ == — ò — h'^ (cosh 01 + cosh 0), 

cu u ^ '' 

} (74) 

o - == — 5 fjL (senh 01 — senh 0). 

Inoltre si verifica facilmente che in forza delle (72), (73), (74) sono anche 
soddisfatte le (66), (67), (68). 

Se si cambia in (74) 0i in — 0i + 7:t, si ha: 

o— = ò h ^ (cosh 01 — cosh 0), 

òu è u ^ '^ 

07 "^ dv + ^ (sen»^®' — senh0), 

anche per le (72) e (73) : 



001 . 1 ^ , 1 3> 
- = ACO8h0, H — ., 

cu [X ov 

001 1 vv , 1 0|X 

^ =(xsenh0, - - j, -"^^ • 
ov ^ leu 



(75) 
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§ X. — Le trasformazioni delle superficie di Guichard 

DI prima specie. 

Da quanto precede risulta che partendo da una superficie di Guichard 
ben nota cogli invarianti B, TT, integrando il sistema completo 



-— =z A cosh 01 H -— j 

U }/. V 

-3— =r. a senh ©i + V ó ' 

ax a© ,^. i 

;^— = UL- cosh e A a, 1 

W-- = X ^ senh X a, j 

cu V ' ^ f 

^ f^ _ 1 J!f _ X p+ 1 cosh e ().' - ,.' + 2 PT), 



(76) 



(77) 



(78) 



nella funzione incognita 0^ e in due ausiliarie X e u, si deducono infinite 
nuove superficie di Guichard dipendenti da tre costanti arbitrarie. 

Ciò per altro può verificarsi direttamente introducendo la funzione Wi 
definita dalla formola 

1 senh0icoshei(x« — a* -f 2Tr,) — X senhO^ ^P + a cosh 0, ^' = j 

2 OH '^ àv I ^ 

= -^ senh0 cosh (X« — a' + 2PF) - X senh ?-® + m cosh |^ • 1 

Infatti tra la funzione Wi così definita e le funzioni X, [x^ ricavate 
dall'integrazione del sistema (7t>), (77), (78) passano le relazioni: 

(80) 

ax ae, . ^ ^ \ 

5- = w-5 coshe, Xfx, ' 

Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. .'i2 
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e 'J. . C^' 

.-- — i. . 5eB 

cu cu 


ih ^. ' v:. 




< * 






Donde, per 



? ri? m/ d u^it)^ 

seguono per e, e IT^ le relazioni fondamentali iC). 

DorM!> eift » paò assumere come soperficie di partenza la saperfieie ge- 
nerica cogli inTarianti ^^ e Jt\ e ripetere la trasformazione. 

In qoanco all'integrazione del sistema completo ^76 >, (77), |78| è notevole 
che essa si compie integrando snccessiramente dae sistemi del tipo di Ric- 
CAT1 illimitatamente integrabili. 

Invero possiamo sostitaire le (77) e <78) con on sistema nella sola fun- 
zione incognita I — ìj^ che ha manifestamente la forma di Biccati; inoltre 
le (76 1 a^nmono ancora e^se la forma di Riccati, ponendo 

Ke segue che basta conoscere una soluzione particolare del sistema (77) 
e (78) per avere con sole quadrature Fintegrale generale; e in tale ipotesi, 
conoscendo per il sistema (76) la soluzione particolare B^ = e, potremo anche 
ricavare la 6i con operazioni di sole quadrature. 

Applicando poi la trasformazione T alle nuove superficie, cioè assu* 
meiido come funzioni di partenza B, e H\, conosceremo per il sistema (77), (78) 
in forza delle relazioni (80), (81) la soluzione particolare /. e fi. 

Concludendo: Se per due funzioni B e W si conosce una soluzione par- 
ticolare del sistema (77i e (78), l'applicazione successiva ed illimitata del 
metodo di trasformazione richiederà soltanto successive quadrature. 
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§ XI. — Composizione di una trasformazione (? * con una (?. 



Ora immaginiamo di partire da una superficie isoterma i; applicando 
ad essa la trasformazione (?-* avremo infinite superficie JV, ed infine appli- 
cando a queste la trasformazione G otterremo infinite nuove superficie iso- 
terme /, . 

Il passaggio da una superficie / ad una superficie /i diremo con Bian- 
chi (*) una trasformazione D. 

Le formolo che danno il passaggio dall'invariante O della superficie 7 
all'invariante n^ della superficie Ji sono manifestamente 

-^-r = - * ^^ 5" + v'2 cosh t) ^- + ^2 li senh e ^ h ^ ^— q- ^ 



(82) 



(83) 



u dv 2 \o ti ) 2 \dv I ^ òv » du 

+ 4 i Q* (cosh* « + senh» 9) — -J « ( J + 1), 

- o-,— = t ^- , — i ./2 senh t) ^ » v2 ^- cosh (-> ^ ^^ ^ ,. , 

é7 t?* li V V ^ ^ OD Vi U V 

1^' ^ l^-i (ii. + ii) 1^ _ i. senh e . (iij ~ ir), 

? /( U ' V ^2 

2jii _ _ i^ ^ i (12. _ iì, 1^ __ _;^ cosh e . (iìj - o.). 

V V à li J2 

Ora volendo esprimere queste sotto forma reale, osserveremo che per tre 
funzioni 12, 6, n, legate dalle relazioni precedenti sono coesistenti le equa- 
zioni nella funzione ausiliaria ip: 

fi__,-^«__lsenhe.(n.-n), 

ou ov ^/2 

^=^ t-^ cosh e . (i>, + o). 

V U '^ \ » I / 



V2 



(*) Vedi la Nota citata. 
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Fra queste e le (82), (83) eliminando la e, si perviene al seguente si- 
stema completo: 

2 Ti- = (ttr-dj )■+ V ("■-"!- 2 n n, - (J + n. 

2 -^^--^2^Ì^— ^--^--, ' (84) 

d ud V d u d V iì d u d v^ i 

CU OU ^ ' ó u I 

(85) 
che è l'espressione analitica della trasformazione D. 



§ XII. — Lb trasformazioni delle superficie isoterme. 

Da quanto precede risulta che la trasformazione D per le superficie iso- 
terme si riassume nel seguente teorema : 

Se la funzione O è una soluzione dell'equazione differenziale (40), inte- 
grando il sistema completo (45), (84), (85) si avrà una nuova soluzione della 
stessa equazione contenente quattro costanti arbitrarie. 

È notevole che il sistema (84), (85) nelle funzioni ^, 0, non differisce 
dal sistema (43), 1,44) nelle funzioni y, a> che per lo scambio di Jin J-j- 1. 

D'altra parte è noto, per la mia citata Memoria, che il passaggio da 12 
ad M definito dalle equazioni (43) e (44) equivale ad una inversione e ad una 
trasformazione di Curistoffel; segue che una trasformazione D può eseguirsi 
a meno di movimenti mediante la trasformazione Cm ad un parametro sul- 
l'invarianto J da me segnalata e rappresentata analiticamente dalla formola 

J^*) = J 4- m (m = costante) 

piii una invorsiono ed una trasformazione di Christoffel. 

Lo trasformazioni delle superficie a curvatura costante, che il Biahchi ha 



il 
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dedotto dall'inversione dei teoremi di Gdichard, rientrano nella trasforma- 
zione D. 

Ciò risulta evidente mediante considerazioni sintetiche dirette; ma per 
altro può verificarsi analiticamente nel seguente modo. 

Consideriamo una trasformazione di Bianchi risoluta nelle due compo- 
nenti immaginarie di Backlund mediante le formole : 



o — f • i ò-^ = seuh 7 cosh 9 senh + cosli 7 senh 9 cosh e, 

i >s + ^' = — senh a senh 9 cosh — cosh a cosh 9 senh 0, 
CV cu ' ^ ' 

^ — [- t ^ = — senh a cosh ó senh + cosh -7 senh d/ cosh €), 
2\ + TT-^ = senh a senli (t cosh — cosh cr cosh d; senh 0. 

dv OH ^ ^ 

Dalle formole (86) per derivazione, introducendo le notazioni 
v2n = — ^-f, 



(86) 



(87) 



j=_iii+m+(ii)'_(|iY_i. 

OH* f* \3m/ VP"/ 2 



si ha : 



-4--, - = — » 5— a- + v2 cosh (0 - <^ a— + v2 iì senh e — a) 3— + - 3- .- , , 

4- ~ i iì* [cosh* (w — a) + senh* v® — <')] — \ i{.J + C08h*a), 

^— - = » 5— -^ ». 2 senh (« — a U » v 2 « cosh 1« — a) 5 u: ^ — 5- 

^n» OU ov ^ ^ dv ^ ov Sì cu V 

Inoltre, ponendo v2n, =c'<', dalle (86), (87) si ricava: 

|^= |l^_i(n. + n)|^--l(or-n.)8enh(0-a), ) 
cu OU ^ ' ov 4/ 2 » / 

> (89) 
^'=.._|i} + ,-(n._o,|^ i, (nj - li*; cosh (e - .). \ 

V V tt V 2 ' 



? (88) 
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Infine dalle (88) e (89) introducendo la funzione ^ definita da 

p-=-i-~— L (o, — n) senh (e — cr), 

cu ^ ^ \12 

P = i^^ — ^ ("i -f iV) cosh (e — a), 

V ou ^2 

sì ottiene il sistema: 

^ T^^ =(a-|)'- (34)'+ i ("'-"' - ^ " "•) " '•' + --'»'• 

2 ^*'J' = 2 ^ ^ — - ^'" , 
du d V 'éu d V il d ud V 

yh.^ |£ + (". + ") I-*- . 

0w cu cu 

^Jli=._|i} + (n.-o)|Ì, 

il quale mette in rilievo la proprietà enunciata. ' 



§ XIII. — Risultati relativi alle superficie di Guichard 

DI SECONDA specie. 

Abbiamo visto che la determinazione delle superficie di Guichard di se- 
conda specie equivale alla seguente questione di analisi : 

Determinare nel modo più generale due funzioni Q e W legate fra loro 
dalle relazioni: 

dW_ 1 ded*e ]_^ded^e \ 

d H ~~ cos' 8 M 3 u^ sen*0 dudv* 



sen e cose due v^ ^ cu 

dW _ 1 d®d^ 1 de d^ w 
'dV cos« edv Bu* •" sen^e dv dv^ 

H z s iTT-à 2 cot e ^— Ir. 

sen cose 3 w* 3 1? cv 



(90) 



I 
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Supposta nota una soluzione particolare del sistema (90), possiamo de- 
durre una nuova soluzione contenente tre costanti arbitrarie, integrando il si- 
stema completo : 



É7Hi 1 8X 

cu \t. ov ' 

2<=>i 1 8y- , ^ 

■q— "^ ~ v 5 h /^ sen e, , 

■o- "^ — 7^ a-^ + f*^- + o seneo.* — a« — 2Pr, 

ax _ a© 

ar "■ 



(91) 



(92) 



[J- ^ COS e À a, 



a^. . c?fc) , ^ . 

Cu ov I 



d'j. 1 a«e . a© 

— / 



1^ + 4- COS (À* — a^ -~ 2 W^), ^ 

aw 2 ' ^^ 



(93) 



at; sen© dv^ 

e assumendo la funzione JF, definita dalla formola 

J- sen e. COS 0, (X' — ;a« — 2 JT,) - X seii 0, ^ + M cos 0, ~ ---. 
2 (7M ar 

— — sen COS (X*. — «/.« — 2 TT) — X sen ^ + a cos e -^^ • 

2 ' aw a«? 



(94) 



L'integrazione del sistema (91), (92), (93) si può compiere mediante la 
successiva integrazione di due sistemi di Ricgati illimitatamente integrabili. 

Un ragionamento analogo a quello seguito per le superficie di Guichard 
di prima specie conduce al risultato seguente : 

Se per due funzioni e TT legate dalle relazioni (90) si conosce una 
soluzione particolare del sistema (92^, (93), l'applicazione successiva ed illi- 
mitata del metodo di trasformazione richiederà soltanto successive quadrature. 
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Estensione delle formole di Meissel-Eogel e di 
Torelli sulla totalità dei numeri primi che 
non superano un numero assegnato. 



(Di MiCHELB Cipolla, a Palermo.) 



L'ayenir de TArithinétique est une habile combinaison 
de fonotionB habilement ohoisies. 

CesXro. 



C, 



'ome è noto le formole di Meibsbl (*) e le altre ancora di RoaEL i(**), 
permettono di calcolare la -totalità dei numeri primi non superiori ad n, 

quando sono noti soltanto i numeri primi che non superano \ n. Nel presente 
scritto noi cominciamo col risolvere il seguente problema generale : 

Trovare la somma dei valori che 'prende una funzione numerica f{x), 
quando x percorre la successione dei numeri primi che non superano w, noti 

soltanto i numeri primi che non superano yjn. 

In conseguenza noi abbiamo risoluto anche la questione d'indole ancora 
più generale : 

Trovare il valore di una funzione possedente la simmetria aheliana pei 
valori che assume una funzione numerica f(x) quando r percorre la sue- 
cessione dei numeri primi che non superano n, noti solamente i numeri primi 

che non superano \/n. 



(*) Meissel, Berechnung der Menge dei' Prìmzahlen innerhalb gegehenen Grenze 
(IVTath. Ann. t. II, p. 630; t. Ili, p. 523; t". XXI, p. S02; t. XXV, p. 251). 

(**) Si confronti per ds. Roqel, Recursive Bestimmung der Anzahl Pì^imzahlen unter 
gegehenen Qrenzen (Sitzungsbepichte der k. bòmischen Gesellschaft der Wissenschaften. 
Math. Nat. Classe, 1899, N. XXII). 
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1. Denotiamo con f{x) una funzione numerica qualunque e con f(h^ x) 
la somma dei valori che prende f{x) per tutti i multipli dt h non superiori 
a Xj cioè 

r(A, X) = f(i) + A2 Ar) + ••• + /•([!]*) . 

È evidente che si ha 

( 0, se A: non divide x\ 

f{k,x)-f{k,x-i)=] ; I... •. • 

\ f(x)j se k divide r. 

Allora, se g [x) denota un'altra funzione numerica, e ìg(x) il suo inte- 
grale numerico^ vale a dire la somma dei valori di g{x) corrispondenti a 
tutti i divisori di Xj si avrà 

f{x) \g (X) = i [/•(*, x)-f{k, X- 1)] g {k). 



*=! 



Se per x poniamo in questa formola successivamente 1, 2,..., n « som- 
miamo si ottiene 

%f{')\g{<')=ltf(hn)g{k). (1) 

Questa formola è fonte di innumerevoli identità aritmetiche, ma noi qui 
ci limiteremo ad applicarla per la risoluzione dei problemi accennati dianzi. 

2. Indichiamo cori p,- Ti»'^ numero primo della serie naturale a par- 
tire da 2, con 5 (n) il numero dei numeri primi che non superano n, e de- 
terminiamo un numero intero n^ in modo che sia 

5 (n) > n, > 5^ [Vn]. . (2) 

Sia inoltre o) {x) una funzione numerica uguale a 1 se a; è costituito 
esclusivamente da fattori primi appartenenti al sistema 

Pi7 Ptf-r Pn,, (3) 

ed uguale a in ogni altro caso; p (x) denoti, come di consueto, la funzione 
di MoBius. 
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Ciò posto, se a, ò, e,... sono i fattori primi diversi di x^ sì ha 
I a (x) « (x) = I 1 -^ a. (a) j t 1 — « (6) I I 1 — 0) (e) I . . , 

quindi 1 jui (rr) o) (u?) sarà uguale a 1 se a; non è divisibile per nessuno dei 
numeri primi (3), e sarà nullo in ogni altro caso. Poniamo allora in (1) 

g{x) = ii (x) 0) («). 

Il primo membro sarà uguale alla somma dei valori che prende f{x) per 
tutti i numeri non superiori ad ft, che non sono divisibili per nessuno dei 
numeri primi (3), vale a dire^ in virtù di (2), per a;=l, e per i numeri 
primi 

Se noi dunque poniamo 

il primo membro di (1) risulterà uguale a (4) 

&{n)-e(pn,) + f{l) 
e se indichiamo con ^ (n, Hi) quel che diviene il secondo membro, cioè 

^{n,n,) = f(hn)-%f{pi,n)+ ^ f(piPj, n) (5) 

1=1 t^=i 

8i avrà la formola 

e(n) = V(n, n,) + e{pn,) — f{l). (A) 

3. La formola (A) è suscettibile di essere notevolmente trasformata. 
Ma prima facciamone qualche applicazione fra le più importanti. 

La funzione f{x) sia una funzione composta^ cioè goda della proprietà 

f{xy) = f{x)f{y). 
Allora, se si pone 

F{x) = f(l) + f{2) + ''' + f(x), 



• 1 



I ■ 



— — • • • 
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si ha 

e però si ottiene 

«FK «0 = i^(«)-|/(p.)i^[p7]+ J/(p.)/^(i'i)i^[-"-] (6) 

Cosicché, se si pone nella (A) /(a;) = i, si ottiene la prima formola di 
Meissel : 

3(n)=:n.-l+n-Ì;f^l+ 2 f-^l- 

Se si pone invece f{x) = x e si indica con S{n) la somma dei numeri 
primi che non superano n, si ottiene (*): 

+J,H-^](fe]+'K- i 

Si faccia 

f{x)^Berx-^, (8) 

questa funzione è nulla se a; è pari, ed è uguale a + 1 o a — 1 secondo che x 
è congruo a + 1 o — 1 (niod. 4). 

Essa è una funzione composta, e si ha 



(7) 



t (x) = sen ~ + sen g- + sen ^ H h sen ^ = 

(07+1)- X- ( 0, se a; = 0, 3 (mod. 4) 
= J2 sen ^^ — ' ^ sen — - = ' 

^ 2 2 ( 1, se rrsl, 2 (mod. 4). 

La formola relativa alla funzione (8), che si ottiene dalla (A), fornisce 
la differenza fra i numeri primi della forma 4n + 1 e quelli della forma 4n+ 3, 
che non superano n, ed è destinata, con le sue successive trasformazioni, a 
prestare utile servizio per la correzione delle tavole dei numeri primi. 



(*) Cfr. Sylvester, Note sur le théorème de Legendre, Comptes rendus de l'Ac. d. Se. 
de Paris, t. XCVI, 1883, p. 463; Lebon, Rendiconti del Circolo Matematico di Palenno, 
t. XVIII, i904, p. 269. 
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Se nella forinola (A) poniamo f{x) = l o secondo che x appartiene 
o no alla progressione aritmetica 

N, M+N, 2M+N, ZM+N,..., 

si ottiene una formola la quale comprende come caso particolare le formole 
di Lbgbndre sulla totalità dei numeri primi di una progressione aritmetica, 
che non superano un numero assegnato; ecc. 

Supponiamo in ultimo che/(u;) non sia mai nulla, allora nella formola (A) 
noi possiamo mutare f{x) in \ogf{x). Ponendo 

Pi*^)=f{p,)/{P*)''-f{P*(n)) 



si ottiene 



Q{k,.n) = f{k)f{2k)...f{^\^jk] 



Pin)=P{p„:i ':^^ (9) 

/(i) n Qipi, n) n Q (pipjpk, «) . . . 

fc=l >jVi=> 

» 

In particolare, per f{n) = ny si ha 



_ iJ=l\PiPjì ^ " 



Pn,+i l>n,4 1 . . . P»(n) — — — pn U") 



n\-M 



4. Per trasformare la formola (A) in un' altra, nella quale il calcolo 
della funzione W richieda la conoscenza di un minor numero di numeri primi, 
mutiamo la funzione f{x) in f{rx\ essendo r un numero qualunque e po- 
niamo 

©r («) = f{r p,) + /"(r p,) H h f{r p»(„,) , 

fr{k, n) = /'(rÀ;)-f/-(2ri) + ---4-/-(r^[|-|), 

»F,(», A)^/;(l, n) — J /;(p.-, M)+ I friViVii») 

La formola (A) diventerà allora 

e^{n) = Wr(n, n,)-\-er{pn,) — f{r) \^ {n)> n,>B [Jn]\ . (I) 
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Intanto si noti che si ha 



A (H, »)-/•,»(/,[]]) 



p^r cui vale la forinola 



HrlM, Al ^^'riW, * -D— Vryj[ '* 1 > A — ij 



(Ili 



e questa (permette di trasformare la (I> in un'altra contenente le 6 cagl'in- 
ilici della forma r pi e nella quale il calcolo della funzione Y richiede sol* 
tanto i numeri primi 



essouilo H, un lìumero definito dalla relazione 

Invero, se i è un numero per cui siano soddisfatte le relazioni 



(12) 



ai Mvrà Oi>u facili oou9idera2ioui 



M 



»< 



>i l 



m 



però HI potrà applicare la \Ik mutando » in I > «, in i — 1; inoltre^ 
poiché r ò qualunque^ si potrà anche mutare r in rpij e allora si ottiene 









r|H 



a.:l-' «1 



1^ 



Pi-i» - fyrpi) 



o (|iu<fiU, (K>iohì> por Iti in si htt 



»V. 






. / l| ^*^,H, l l' HVIH, /, 



pUiN aaoho mottorHi sotto quci4a torma 
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+ IKt I ^^' ^^'-^ - '''*' [fJ ì - "^ ^^*[^- »> + "''^^'^^- 



Ed ora somnaando per tutti i valori di t da n^ -f 1 ^ ^ [\ "] "' ottiene 

= 'F,(n, n,) — V,(n, 5( n]) + 

Ma d'altra parte la (I), per ni = 5 [\n], fornisce 

0^ (n) = V^ (n, 3 [. n]) + e^ (p^v^) — fi^) 
e addizionando membro a membro questa con la precedente, si ha 

®r (n) = 'Fr (n, n.) + (\ ( p».) — /"(»•)+ \ 



+XK<'"-'-*-fell' i 



«> per r = 1 

«i«) = »F(«, n,) + e(pO — /"(!)+ ) 

Se la funzione f{x) è composta, allora sì ha 

«,.(P.-.)- «■v[^.] = /(P') I « (p.-i)- e [^.] j 

e la (i4i) esprimerà 0(n) coi valori di questa stessa funzione corrispondenti 

ad argomenti non superiori a [ 'n], precisamente come avviene nella seconda 
formola di Meissel, che si deduce da (ili) facendo f{x)=-l. 

Se invece fix) non è composta, l'espressione (^4,) presupporrà la cono- 
scenza dei valori delle cogrindici Pn^-^^ij l>n,+2,-.., Pò[V^]' 

5. Con un analogo procedimento si dimostra che se n, soddisfa alle 
condizioni 

si ha 

e^ (n) = V, («, n,) + e, ipn,) — f{r) + Ì" j 6^, (p.-.) - e^,h1 j + - 

i=«,+l ( IP» J ' f 

;(in) 

+ '" " " 



r,=nt-|-l »,=»• ^ IP'tP'tJ» 
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e così continuando si giunge a stabilire la formola più generale 

e, («) = y, (n, ti.) + e, (p„.) — f{r) + 

h=\ f»=#ifl4-l ù-i=tii «*.i=ù-i fi=ft L J / » / 

dove si è posto 



[ih ih-, . . . ».]"> - .5 r j — ^^ — 1 



e Me è un numero intero tale che sia 

S[vw]>n.>5nn]. (13) 

Per dimostrare la (IV), ammettiamola per un e tale che n^ verifichi (13) 
e dimostriamo che sussiste quando sì muta e in e -\- 1^ purché sia 

^ n»] > n^M > ^ r"\'w]. ( 14) 

Intanto da queste relazioni facilmente si trae 



l V P/»,n+i J ~ l V PKu 



+1 

se quindi i, è destinato a prendere i valori nc+i + 1, Wc+» + 2, . . ., S [\'w] 
si ha 

e però 

a 

Potremo allora nella forraola (IV) mutare ne in f, — 1, ed n in [— 1 Se 
inoltre si muta r in rpi^ e si fa uso della proprietà (11), si ottiene 

= Wr(n,i,-l)-Wr (n, t.) - f (rpO + 0^, (pi.-l)- e^, [^J + 
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l 



Sommiamo ora per tutti i valori di t, da n^+j + 1 ^ ^ f^vH ^^ ottiene 






Se in questa mutiamo i, in i^+i , e pei A in ìi — 1, si avrà 



, Vi ^<'''-' '<^ N^^ , , r « i\ 



ì 



Nella (lY) possiamo intanto mutare n, in 5 [''''v'^li ^^ P<)i addizioniamo 
la formola che si ottiene con quest'ultima avremo finalmente 

e^ (») = Wr (n, n»^,) + h, ( p,^,) — /"(r) + 

Cosicché la formola (IV), dimostrata per il caso di e = 2, sussiste in 
generale. 

6. La formola (IV), nell'ipotesi che f{x) sia una funzione composta, 
costituisce effettivamente una formola di ricorrenza per il calcolo di h (n). 
Dìfatti, allora è: h^ (n) :=/^(A:) b (n), e però in questo caso la (IV) diviene 

e [n) = W (fi, «e) + ^ (Pnj — 1 + 

t J*"^*- I ri'*' r- • /-) 



e 

4- 



;-i I "^L vw j 11*1 rA> 'rtJ / r 1\ \ 



La formola relativa alla totalità dei numeri primi che non superano n, 
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intravista dal Rogel, si ottiene da questa facendo f{x) = 1. Notando poi che 
allora è <■) {pr) = ^ ipr) = ^, sì può con facile calcolo stabilire ia formola 
seguente : 

B („) = ^ (», «.) + (- 1)-' ("" 7 ^) + 1 (- 1)*-^' \^r-^v] + 



c— 1 A— 2 'H \»J [«*.«à-**iJ 



h — 5 



7. ForoQole analoghe possono stabilirsi per il prodotto 

Pr (n) = f{rp,) f{rp^) . . .f(rp^n)) i 

esse rientrano come casi particolari nella seguente ricerca. 

Sia T{Xi^ Xf) una funzione delle due variabili Xi^ x^ la quale possegga 
la simmetria abeliana, cioè 

1.^ non cambi commutando rri, Xt] 

non cambi comunque si permutino x^j Xt^ x^ (*). 

Senza entrare in ulteriori dettagli, ricordiamo che dalle ricerche di Abel 
si sa che queste due condizioni sono necessarie e sufficienti perchè esista una 
funzione 4> la quale ammetta come teorema di addizione la funzione T^ cioè, 
quando si ponga 

Xi= 9 {Zi) (15) 

si ha 

*(^i + Z2)=-T{x,, X,) (16) 

e in generale 

^l>Ui -i' ^2-\ \- z^^ = T{x,, X,,..., Xf,). (17) 

Inoltre se 
f»-F(y, «) 

(*) Cfp. LÉMERAY, Sur les fonctions numèriques et la symétrie abélienne. (Nouv. Ann., 1901, 
pp. 163-7.) 
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verifica l'equazione 

y = T{u, V), 
posto 

si ha 

V(y, u) = <t>{z,-z.). (18) 

Ciò premesso, limitandoci a generalizzare la formola (A), noi dimostriamo 
che, se si pone 

T(k, n)^T\f^k), f(2k),..., f[[l]k]]' (19) 



Wi 



T Tipi, »o = rir(;>.,n), r(p„ «),..., r{p„.,n)), 



(20) 



T.(n, ».) = r(.| r(p,-, »), X TipiPiPH, n),..], (21) 

r,(«,"i)=r(r(i, n), "f rip.p,-, »»), "f tìpìpjphph, n),..], (22) 

l'espressione di 

t7(»)^r(/-(p.),/'(p.), ...,/'(?»(„))) 

mediante i soli numeri primi p,, jpt,.--? V^ii '^^^^ ^ 

^ («) > «t > ^ [v>t] ,. 
è data dalla formola 

C7(n) = Ffr(c7(^„.i, r,(n, ».)j, T\f{\\ T,{n, »,))]• (B) 

Se infatti <!>_, è la funzione inversa di ^, si ha da (15) 



Zi^'l'.i{Xi) 



e, posto 

la (17) fornisce 



[7 (n) = U-. / (p.) + *. /-(p,) + ••• + *-, /'i p»(„))] , 



. 1 
f 
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e le (19), (20), (21), (22) divengono 



T'.k, n) --=l> 



'P ,/(A-) + *-./(2A;)H h 



^Am 



J T.pi, n) = 'l'|(I» .T(p., n,4-*-,r(p„ n) + ■ ■ ■ -|- *_. r(p„,, «)1 

[Mi Ut - 

<i» , T r(p., «) -f- «i>-, T T(pipjpH, ») H — 

T.jn, »,) :=::<!>[<>., ^(l, H) -]- <!>_» f T ( ?, ft" , »») + ...]. 

Onde, se applichiamo la formola (A), prendendo per f{n) la funzione 
$-1 /^(w), si ottiene 

*., C7(n) = *., T, (n, n.) — <P-. T, (n, n.) + a»>.. 17, pn,) — <I>-i /"(!), 
da cui segue 

U{n) = <P^I^^ .C/(p.,) + *>,r,(n, no)— (^^./O) f ^^,r,(tt, n.))], (23) 
ossia, poiché per la (16) si ha 

*-it;(p„,) + *-.r.(M, n.)='i' , r(c/(p„.), r,(n, ♦».)). 

«l>-. /(l) + *_,?' (n, «0 ^<l>_,7'(f(l), T, n, n.)). 
la (23) dÌYÌene 



U{n) = t>{^<i>,,T\V{pn,), T,{n,n, 



— <l>-i T 



f{l), T,{n, n.)]) 



e, per la proprietà (18), questa è nient'altro che la (B). 

E chiaro che con analoghi processi possono generalizzarsi le altre formole. 

8. Un'altra categoria di formolo si ottiene estendendo le espressioni della 
totalità dei numeri primi non superiori ad n, date recentemente dal Torelli (*). 



(*) G. ToRELU, Nuove formule, ecc. (Rend. della R. A. delle s. f. e m. di Napoli, 
dicembre 1904.) 
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Per fare questa estensione, cominciamo col segnalare una proprietà delle 
funzioni numeri co^logaritmiche (Bougaief), cioè di quelle funzioni l[x)^ che 
verificano l'equazione funzionale 

l{xy)-^l{x)-irl{y), 

essendo x^ y due numeri interi qualunque. 

La derivata numerica di una funzione numerico logaritmica è nulla se n 
non è primo né Ufia potenza di un Humero primo. 

Infatti, posto n = a* fc^. . . «', si ha 

+ 2 /* (o«-*' hP-P' . . . s'-"') l (s") = 

«,=0 

Ora se n non è primo né una potenza di un numero primo, si ha, come 
è noto, 

e però 

9;(n)=:0. 

Se invece è n^=^a^ (« > 0), si ha 

9 l (a*) = al[a)—{a. — \)l(a) = l (a). 
Ciò posto sia 

un sistema di numeri primi qualunque, in numero finito o infinito^ e indi- 
chiamo con U il sistema dei numeri non divisibili per nessuno dei numeri 
primi (a). Consideriamo la somma 

estesa a tutti i numeri x à\ ii che non superano n e sono superiori a 1, 



266 Cipolla: Estensione delle formale di MeisseUBogel e di Torelli 



doTe è f(x) una fanzione numerica qualunque e l{x)^ h{x) due funzioni nu- 
merico-logaritmicbe. 

Per la proprietà ora dimostrata si ha 



1 1 



Invertendo questa coi fattori di Mobius si ottiene 

I f^P^ 'hip) - '^' ^"> + ^ ^* ("^^ + "f - ""^ ("^) + • • (2) 

Toma acconcio trasformare la (1)). Essa può scriversi cod 



quindi si ottiene 






^ / ^\? fiWv'')liv) 



'^■'"'=J/<'"J, *:»)-+» Ci)- <»> 



Specializzando le funzioni si ottiene un gran numero di identità. 
Si ponga p. e. A(n) = Z(n), si ottiene 

|"/(p) = 9, in) + ^-^ *, (n^) + ^ *,(n^) + • • • (4) 

dove è 

In particolare per f(x) = l si ottiene una espressione della totalità dei 
numeri primi che non superano n, e appartengono al sistema lì : 

."• (") A / 2 X , i^* (3) ,t, /./»' 



5^i(n).-4>.>/) + '^^<Kn^) + ^ <^ (« "V) + • • • (6) 



dove è 



il — 

/ (v) 



^I>(n)-"ÌP(W) >i ,. .7.. ■ ■ (7) 

t7>\ v>ì l W + ^ K^ì 
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Se si fa h{n) = l{n)j e f{x) si muta in \ogf{x)y posto 



si ottiene 



Pr(n)= U Uf{u^v^) 5 (8) 

uV(p) = F. (n) . [P,(n ' )j . [P,(nMJ ... (9) 

Si può ottenere una espressione più semplice, quando f(x) e composta. 
Si faccia allora f{x) = \y h{x) = r (x)y rappresentando r{x} il numero dei 
fattóri primi uguali e disuguali di x. Dapprima si ha 



^Up)=Tin) + f'-^T{n')+^ T{n'') + • • • (10) 

doTe è 

«^1 v>ì ^(U) -t T (V) 

poi, supponendo f(x) composta e ponendo Z (a;) = log / (a:) e 

Q{x)= Il ri fivy^'^-^'^'^y (12) 

U>ì V>1 

si ottiene 

fH2) fi(S) 

12 13 

uV(p) = (?(«).[(? («2)] .[<?(0] . (13) 

Il campo il è arbitrario; se p. es. (1 è il campo dei numeri dispari, e 
si prende /(a;) = loga:, la (6) diviene la formola del Torelli. 

Queste formolo hanno su quelle di Meissel^Roqel il vantaggio che i nu- 
meri primi non vi figurano esplicitamente, e che la funzione l (x) essendo 
qualunque (purché logaritmica), può essere sostituita dalla funzione continua 
logx. Riteniamo perciò che queste formolo debbano riuscire molto più van- 
taggiose delle prime nella valutazione assintotica delle funzioni sopra studiate. 

Palermo, ottobre-novembre 1904. 
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Sull'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 

dei corpi elastici isotropi. 



(Di Giuseppe Laubicella, a Catania.) 



Mi 



ì propongo di dimostrare resistenza degli integrali regolari delle equa- 
zioni dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi, quando in superficie sono date 
le componenti degli spostamenti, per tutti quei campi convessi finiti per i 
quali è valevole il metodo di Neumann relativo al 'problema di Dirichlet C^). 
Questa limitazione, posta per riguardo ai campi ai quali ci riferiamo, di- 
pende unicamente dal fatto che il nostro studio si fonda su alcuni risultati 
generali, relativi al "problema di Dirichlet, stabiliti dal Lupounoff (**) solo 
per tali detti campi; di modo che il nostro teorema sarà ancora vero per 
tutti quei campi pei quali si potrà, in un modo qualsiasi, dimostrare la va- 
lidità dei risultati di Liapounoff. Così si può verificare che essi, e quindi an- 
cora il detto teorema, sussistono per un parallelepipedo rettangolo e per altri 



(*) L'estensione del metodo di Neumann ai campi non convessi è stata fatta, con 
alcune restrizioni, dal Poincark (Ada Math,^ T. XX). Tale estensione è stata notevol- 
mente semplificata- dallo Stekloff {Ann, de la Factdlé des Se. de Toulouse; 2.* S,; II) e 
dal KoKN (Lehròuch der Potentialtheorie, Berlino, 1899^. In questi ultimi tempi poi lo Za- 
REMBA (Bull, intern, de VAcad. des Se, de Cracovie; 1901, N. 3, Mars). (Vegjjasi ancora: 
Zakemba, Journal de Malli, \ S. 5.^, T. Vili. — Steklopf, Ann, de V Ecole Norm. Supr, 1901) 
ha portato un notevole contributo alla quistione, togliendo ogni restrizione per la vali- 
dità del metodo di Neumann; però è da notare che le considera^&ioni dello Zargmba si 
fondano essenzialmente sull'applicazione, ai campi non convessi e che non possono scin- 
dersi in un numero finito di campi convessi, di un celebre lemma del Poincaré (Circ. 
MaL di Palermo, 1891; § III), il quale è stato dimostrato fin ora pei soli campi con- 
vessi o che possono scindersi in un numero finito di campi convessi. 

(**) Sur certaines quistions qtii se rattachent au jìroblème de Dirichlet (Journal de 
Math.; S. 5% T. IV). 

Annali di Matematica^ Serie III, tomo XI 35 



270 Lauricella: SulV integrazione delle equazioni delP equilibrio 



campi conyessì ancora ì quali sfuggono alPapplicazione del metodo di Nbu- 
MAKNy ma per i quali è conosciuta la funzione di Grbbu. 

Alcuni anni or sono pubblicai sul Nuovo Cimento (S. 4/, Voi. IX, 1899) 
un'altra dimostrazione del teorema enunciato, la quale non differisce nelle sue 
linee generali dalla presente; però ne è meno semplice, mentre poi in varii 
punti può dare luogo a delle obiezioni, alle quali non è sempre facile rispon- 
dere. Uno studio della quistione, secondo i concetti esposti in una Nota dei 
Comptes rendus (15 juillet 1901) dai sigg. E. e F. Cobserat, deve offrire nei 
suoi dettagli parecchie difficoltà, alcune delle quali, credo, possono essere su- 
perate con i concetti esposti nella presente Nota. 



Sulla funzione di Green. 

1. Sia c7 una superficie convessa chiusa, la quale abbia il piano tan- 
gente determinato in ogni suo punto e per la quale valga il metodo di Neu- 
MANN. Si indichi con S lo spazio finito limitato da or, e con n la direzione 
che entra in S della normale nei punti di a; e si riferiscano i punti dello 
spazio ad una terna di assi cartesiani ortogonali. 

Sia (a^i, yi, Zi) un punto di S discosto da (j^ (a;, y, z) un punto varia- 
bile di 5; ed r la distanza di questi due punti fra di loro. La funzione H 
armonica nei punti (a:, y, z) à\ S q che nei punti di a coincide con 

— ^ ha (*) le derivate prime rispetto ad a:, y, z finite e continue in tutto S 
r 

(i punti di <j compresi, intendendo, come faremo sempre nel seguito^ di pren- 
dere per valori di una funzione nei punti di a i limiti dei valori che questa 
funzione prende nei punti deirintorno di S, quando questi punti interni si 
avvicinano indefinitamente a a ) ; e se la funzione arbitraria f dei punti di a 
è finita e continua ed è tale che la funzione armonica u dei punti di 5, la 
quale nei punti di a coincide con /, ha le derivate prime finite e continue 
in tutto S (i punti di a compresi), si può scrivere, come è noto, 

w(a?i, yi, ^i) = J/'j;;-^S (1) 



(*) Lllpounoff, 1. c, § 24. 
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dove si è posto : 






e dove -; — indica la derivata di G nella direzione n calcolata nei varii 
an 

punti di a. 

2. Indichiamo con {x^, y^j Zt) un nuovo punto di S discosto da d, 

con H{Xfj y,, «,; rr^, y^, ^i) il valore nel punto (a;,, y,, 2:») della funzione H 

relativa al punto (ajj, y?, ;^f) e con r la distanza di [O'ij y,, a?,) da un altro 

punto qualsiasi {x, y, z). Poiché, come si è rammentato, finché il punto 

(Xg, y,, Zf) è discosto da a, la funzione H(a:,, y,, Zi] rri, yi, ^i) è finita e 

continua insieme alle sue derivate prime rispetto ad Xi, yi, Zi in tutti i 

punti (rr,, y,, ^,) del campo S (quelli di a compresi), avremo, applicando 

la (1), 

HiXiy y^, zt'y X,, y,, ^.)=J -. 57 ^^^ 5 



o 



67 -, 67 -> 67 -, 
A* «• «• 

e poiché ancora ^ — > -^r — , -^r — sono funzioni finite e continue dei punti 

^ óXi oy^ oz% . 

(a:, y, z) di a, si avrà da questa per (a^g, y^j ^g) discosto da «j, derivando 
sotto il segno. 



dE X"" r' ito , dH P r dG 




d'ì\ J d Xi (in ' d 1/2 J oy^ dn 



d \ d \ 

r r 



d 



a 



Le funzioni . — > ^ — >•••) nelle quali pel momento il punto (arg, yi, ^^2) 

si suppone fisso, hanno le derivate dei due primi ordini rispetto ad a?, y, ^ 
finite e continue in tutto il campo limitato da <j^ e da una superficie qual- 
siasi a, isolante il punto (ajj, y, , Zt) e tutta interna ad 5; quindi 1*) le fun- 
zioni ^1, flj, Hs armoniche nei punti di S e che nei punti di cj coincidono 



d~ 3 ! a -V 



IT f 'ì' 

rispettivamente con ^ — > ^ -;r — hanno le derivate prime finite e con- 

^ oxt oyt ozt ^ 



(*) LiAPouNOFF, l. c, § 2:^. 
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tinue in tutto S (i punti di a compresi); e per conseguenza si potrà scrivere, 
in forza della (1), 

a 

Queste formole, confrontate con le precedenti, ci danno : 

rj dH rr dH rr oH 

/3i = 5 — j ti2= ^ — 9 11^^=^ — : 

xt t/i a zt^ 

quindi possiamo concludere che le derivate nella direzione della normale a <j 
delle funzioni 7;^ — > -, — >• • sono finite e continue anche nei punti (Xi. Vi, ^1) 

di a stessa Osserviamo ancora che le funzioni ^ — > -. — > • • • e le loro de- 

xi yt 

rivate dei due primi ordini rispetto ad rr, y, z sono finite e continue anche 

rispetto ad x?, y,, z^^ finché il punto (a:,, y,, z^) si mantiene discosto da a'; 

per conseguenza le derivate normali di //, , Hj, fl,, ossia le derivate nor- 

d M d lì d H 

mali di -^ — 9 ^— y -X — ' delle quali si è testé parlato, sono finite e continue 

d X2 yz Zi 

anche rispetto ad rc^, y,, Zi nei punti dellMnterno di «V (*). Possiamo quindi 
applicare il teorema dell'inversione dell'ordine di derivazione e scrivere, per 
{Xij y,? ^2) discosto da <j e per un punto (.r^, y^, Zi) qualsiasi di a, 

dn d Xt d Xt dn dn d yt d y^ dn ^ ^ 

nelle quali: 

-- - z= cos (m ic) 5 h cos (w y) a h cos n 2?) ^ — 

dn Xi ^ ^' Vi Zi 



(*) Infatti al citato teorema del Liapounoff (1. e, § 22) si può fare seguire l'altro: 
iSt' i*'('S y» ^\ ^2? ^2' -^2) ^ ^^ *^^ derivate dei due primi ordini rispetto ad x^ y, £ sono 
funzioni finite e contiìiue dei punti (a-, y, z) delle vicinanze di a e dei punti (oTj, y^, z^) 
di un certo campo S^^ ed f(x, y, ^; a.^2ì ^2» ^^2) ^'^ppresenta i valori di F nei punti (ar, y, z) 
di or, la funzioìie V (a;, y, z; a;^, y^, z^) armonica nei punti (x, y, z) del campo S e che 
nei j)unti di a coincide con /, amtnette le derivate pritne rispetto ad a;, y, z^ le quali sa- 
ranno finite e continue tanto rispetto alle coordinate x^ y, z dei punti di S {quelli di <r m- 
clust\ (/uanto rnspetlo alle coordinate x^^y-^^ z^ dei punti di S^. La dimostrazione di questo 
teorema si può fare modificando lievemente e in modo spontaneo la dimostrazione del 
detto teoroma di Liapounoff. 
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Nello stesso modo si dimostra che, finché il punto (Xi^ ytj Zt)e discosto 

da a, esistono le derivate normali delle funzioni 7 — r> - — 1 ?• • e sono finite 

e continue tanto rispetto alle coordinate r,, y,, z, dei punti delle vicinanze 
di <j e di stesso, quanto rispetto alle coordinate del punto (a?t, yt, Zt)\ e 
per conseguenza si può scrivere ancora : 

d d^H d dH d' dH ,,. . 

dnd.r] dxidndxi d x\ dn ^ 

3. Prendiamo a considerare la formola (1) nella ipotesi che la fun- 
zione f soddisfi alla sola condizione di essere finita e continua nei punti di <j. 
Il LiAPOUNOFF dimostra allora il. e, § 25) che il limite dei valori di 
*'^^«) yi> '2fi), quando il punto {x^^ y^ Zt) dell'interno di S si avvicina in- 
definitamente ad un certo punto di cj, coincide col valore di / in tale punto. 
Lo Steklofp poi, a compimento di questo importante risultato, dimostra (*), 
mediante sviluppi in serie di funzioni fondamentali^ che la funzione u (x, , y^, ^,) 
è armonica nel campo S. Noi possiamo qui dimostrare direttamente questa 
seconda proposizione nel seguente modo. 

Osserviamo che le variabili della funzione - — > che comparisce sotto in- 
tegrale nella formola (1), sono .r, , y», Zi\ x, y, z che corrispondono rispet- 
tivamente alle variabili Xj, y,, Zi\ ^i, yi, z^ delle funzioni che compari- 
scono nelle formole (2), i2) ; ed allora avremo, appunto in forza delle (2), (2)', 
che volendo nella (1) derivare una due volte rispetto ad una qualsiasi delle 
variabili rr,, y,, ^i, finché il punto (a^i, yi, 0,) si mantiene discosto da a, si 
può applicare al secondo membro il teorema della derivazione sotto il segno; 
quindi si potrà scrivere: 



ou /' d d G , dji_ r^ ^d__ d G j 

d Xi ) dxidn ' ó i/i J d iji d n '* * 

e' u C.d' dG , _ f , d 0* a , 

Tx'-ydAdn'^''-ydrnd^r'''"' 



(3) 



a (f 



e per conseguenza, come si voleva dimostrare, 

d:v\^ dy\^ dzi~ 



(*) Sur les problèmes fòndamentaux de la phf/sique matìièmatique ; Gap. II, n. 19. 
(Ann. de TÉc. Norm. Sup., 1904). 
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Adunque la sola continuità della funzione finita f dei "punti di u è suf- 
ficiente, 'perchè la forinola ( 1 ) valga ad esprimere la funzione regolare aV' 
manica del campo S, che nei punti ài u coincide con f. 



FOBUOLE FONDAMEHTALI. 



A-, + ;-^=o, 


, = 


AH + 1^=0, 

OZI 


« = 


'^=8— +87; + àT! 





(4) 



4. Sì considerino le equazioni : 
(nei punti di S) A* i + ^f =" 0, (nei punti di ») | = 0; 



nelle quali si è posto 



e nelle quali tt è una funzione armonica, finita e continua iosieme alle sue 
derivate prime in tutti i punti (X:, ^i, Zi) del campo S, i punti dì a al più 
esclusi per le derivate. 
Sì ponga: 



(5) 



con X >)', C funzioni da determinarsi convenientemente. 

Dalle (4i ei ricavano per $', >i', t' le seguenti equazioni (*) 

(nei punti di 5) A'r=0, (nei punti di o) { = 

A* 5=0, » f = 

(*) Ora 13 nel seguito iniliuhfìrGrao le coordinate dei pimt.l di v t 
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e queftte ultime ci danno, applicando la (1) (cfr. § 3 , 

X rfG , Cy dO 



y ix aCr, i if ffCi^i 

) 2 dn ' ' J ^2 dn ' 



O O 



Per altro si può scrivere : 

dG 



1 «^ j 
TT = I 7: -TL — a (j ; 

J dn 



() 



sicché in conclusione abbiamo dalle ( 5) : 






a f> 



5. Posto : 



6? '-i tfi Zi 



avremo dalle (5)' per (a^,, ^i, e,) discosto da a, in forza delle (3), 
'ò C dG , , 1'" \ , d dG , , d (IO 



S -_- - 

1/ «» 



- - TT ■- r/(7 4-1 i r -r,) ^- T- + <V-- y.) ---7 h j 

(7 2Ji an \ 



(6) 



Intanto si ha dalle (2), finché il punto (ari, yi, z^) è discosto da a (*), 

d dG , . d dG ^ d dG 

e xi dn • ^ e Ili dn e Zi dn 

, d dG , , d dG , 

dud Xi ^ '' dn 8 //i 

dn[ OXi •' ^ à f/i d Zi 

_\d(^dxdGdj/dG_dz) 
l dxi dn dt/i dn d Zi rf w i ' 



(*) Rammentiamo che le variabili Xi, yi , i?i ; ce, y, z di queste formole equivalgono 
rispettivamente alle variabili .Tm, 2/2, ^2; ^1, i/i, -s^i, delle formole (2). 
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e poiché nei punti (rr, y, z) di <7 si ha : 



ex, C ì/i 01 



potremo scrivere la (6/ sotto la forma : 

3 



(6) 



// 



<7 



6. Dalla formola : 



1,1, cH\ 



nella quale le derivazioni rispetto ad r si intendono eseguite nel punto {ti, 
.Vi, 'S^i), se supponiamo il punto (ar, i/, z) discosto da 7 e fisso e il punto 
(•'^i; yi? ^\) variabile, risulta che si può isolare {x^ y, z) con una superficie a' 
tutta interna ad S e tale che nei punti (ic,, y,, z^) di a' si abbia: Kz>0. 

La funzione G, nella quale supponiamo (jt, y, 2?) discosto da cr e fisso 
® (•'*^i7 yi? ^1) variabile, si può considerare, in forza del noto teorema di Rns- 
MANN, come la funzione di Green relativa al punto (a:, y, ;e). Ora questa fun- 
zione si annulla nei punti (ir,, y^, ^,) di a, enei punti (a;,, y^, 2?,) dell'interno 
di S è positiva: cosicché le sue derivate nei punti di a nelle direzioni che dai 
punti di a stessa vanno nell* interno di S sono positive; e quindi, essendo il 

campo S convesso, l'espressione — ^ — > che rappresenta la derivata di G nel 

punto (oJi, y, , Zi) nella direzione che da (x,, y,, ^i) va al punto (or, y^ z)^ e 
così ancora l'espressione /T nei punti di a non saranno mai negative. In questo 
modo avremo che la funzione K è regolare ed armonica rispetto alle varia- 
bili Xi, y,, Zi nel campo limitato da (7 e a', e in superficie non è mai ne- 
gativa; per conseguenza essa non sarà mai negativa in alcun 'punto di S {*). 

(*) La dimostrazione precedente di questa proposizione mi è stata suggerita dal 
Chiariss. Prof. G. Fubini. 
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Premesso ciò, supponiamo il punto (aJi, yi, Zi) interno al campo S e fisso, 
il punto {Xj ify z) variabile in S. Essendo la funzione K nulla nei punti (ic, y, z) 
di (7 e giammai negativa nei punti dell'interno di 5, ne segue che la funzione: 

nei punti (a?, y, e) di cr non è mai negativa. 

Facendo - = 1 nelle (4), risulterà: 6 (re,, y^ , 2?,) = 0; e quindi dalia (6) : 

o [di, X 8G^ , / v^fif 1 /^ ^3^)^ 



<i 



Da questa formola, dalla continuità di rr e dal fatto che l'espressione (7) 
non cambia mai di segno, segue facilmente che la funzione ^(.r,, yi, ^i), data 
dalla (6) ', si mantiene finita e continua anche quando il punto (r/;,, y,, z^) va 
su (j (intendendo al solito di prendere per valori nei punti di a i limiti . .'.), 
e risulta ancora, indicando con Mtc il massimo valore assoluto di ti e con Me 
il massimo valore assoluto di $, 

Me<3M^. (8) 



Sull'integrazione delle equazioni dell'equilibrio. 

7. Premessi questi risultati preliminari, proponiamoci di dimostrare che, 
date ad arbitrio tre funzioni w,, v^, tc^ dei punti di a, esistono gli integrali 
regolari w, r, w delle equazioni: 

^1 A*t< + A:^ = 0, ^/ u = u, 



gi5 .-H 

p ; A* v + 7j -5 — = 0, fl < t; = v, 

I A'f^? + A;4^ = 0, S 1 w = w, 

\ Zi ' w \ 

[^ du I 8j^ I dw \ 

\ d ooi '^ d f/i d Zi) 



(9) 



j)ér qualsiasi valore reale e positivo della costante k. 
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Suino m, ff\ w ^ integrali regolari delle equazioni: 

nei pnnci <i\ .? A^ti = - A <^ ponti ài i^ a =^4 
-f A*t =0, » t =t; 









ao) 



e n ^ppon^ ehe /^ fwmziom a,, r«, tr«f o//rf ift ««j^r^ /Eailr « ronlmae an 
/at6i hn tmferptie ^^ ;}taa<> <a/i the Pespressione: 



^ Cu _^ Ct ^^ cm 



M fimia e ermtinua in tutU) il campo S (t punti di 9 inclusi ì i"^. 



»# 



- a — a - t: -- r r a: ^= a? — a? : 5 = ^ ^^ ^= — 

' rj-t rfi r^t 



«i arra dalle (9), (10; : 



'^-^ . A* a 



<; A.// 



a* 



d art 



= — k 



= —k 



dxi 



- i « =0, 



r 11 ' 

'i 



(9)' 



p^r r'Oiift^gnenza /a dimostrazione del teorema proposto si può ridurre alla 
dim^^s trazione dell'esistenza degli integrali regolari delle equazioni \9)' nelle 
quali è una nota funzione armonica (•*). 

ni considerino le equazioni : 



dui . dvi 









•) ii«'=«' 



/ 









/ 



(11) 



(♦) l'^jp nofMJi/jorii Hiifflcionti voggasi ad es. Liapounopp; 1. e, § 22. 
(**) liU ^^oriiirmità (I^»1Im funzioni Wa , ra , wa è sufficiente perchè le deriyate prime 
'li 0' HÌ;irio (IriiUi o continuai in qualunquo punto dell'interno di S {} punti di (r cioè esclusi). 
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Dai risultati stabiliti nei paragrafi 4, 5, 6 segue che gli integrali 
w,-, Vij Wi (tz=l, 2,...) di queste equazioni e le corrispondenti espres- 
sioni 6i SODO funzioni fìnite e continue in tutto il campo S (i punti di a in- 
clusi), che ammettono le derivate prime finite e continue in tutti i punti del- 
l'interno di S (i punti di a cioè esclusi) e si possono esprimere mediante le 
formolo : 

ri/ M^ d<^ j fi/ \ ^ dG , ,p.w 



a 



ei = 



-1»-+/^ /,!(»'-''.) Il: + (y-y.)ff + ■■■!''"•(«>■'' 



a 



Inoltre, se Mi indica il massimo valore assoluto di O^, si ha dalla (8): 

Mi :^ 3 Mi-,. (8), 

Ciò premesso, si consideri la serie : 



In forza della (8),- essa è convergente assolutamente e in ugual grado 
in tutto S (i punti di a inclusi) per qualunque valore positivo (*) di k infe- 
riore ad - ; e quindi si avrà per < A:' < — > integrando per serie e sup- 

ó ó 

ponendo (y,, y., Zi) discosto da a, 



1 (fi. + A;' fi) + Ji- (ff. + Ar' «>) ^ j (X - X.) 



d_G 
dxi 



+ 



o 



do 



+ (y— y.)g7; + --- <^'' = 



rr 

ìddìk' -\- • 






.dO . 
■^i) ^ \- ■ • 

OXi 



(12) 



a 



+ . . . = ff, + tfjA:' H \' Si k*-' + "'=e. 



(*) Qui teniamo conto dei soli valori positivi. 
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Io forza della continuità delle funzioni e 9^ nei punti di a, questa for- 
inola (Come si osservò al § 6 per la <6) ) vale anche quando il punto x,, y, , 0,) 
va su t7, e si può ancora scriverla : 

(i-|*h-=-2 5.^j'-i(5.^*'5,A;u-x.,^ + ...|d.. (12)' 



li 



Di qui risulta, indicando con M il massimo valore assoluto di 6^ 



(l -f ^ i , Jf ^ 1 M. -r l (A/o + A' Jlf ), 



3 , ,^ 3 ,. 3^ 

2 '" 

0SBÌa : 

M^3 3fo. (8)' 



9. Poniamo: 



Il AW I 

t;(a;,,y., «i)=j j- (y — y.) (^.f A:' 5) |^dor, . . . \ 



(13) 



o 



Le funzioni w, t;, w sono finite e continue in tutto il campo 6' (i punti 
di <7 inclusi) e hanno le derivate prime finite e continue in qualunque punto 
deirinterno di S (i punti di a cioè al più esclusi); e se si ha riguardo alla 
formola: 



e,^k'e = ({eo+k'e)~da, 



mediante cui si può esprimere la funzione armonica (^o + ìc' 6) dei punti (Xi, 
y^, Zi) di Sj risulterà: 



S -A 2 .. I 7 ' ^ ** I ^ ^0 A f^ du . dv . dw\ S ^ 

^/ 2yi 8yi ' \ oxi ' dvi dzi) ^ ' 

fl^ ^ 

con k' costante positiva e minore di — • 
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10. Fissato un valore positivo qualsiasi A:, di k\ inferiore ad _-5 si 

ó 

considerino le equazioni : 



.^ . A' Ui + ki r. h -^ — = Oj 



«t = 0, 



T? 



cuj A* t;,- + A;, j> h -^— 

fi 



8 .ri 



= 0, 



s 
d 



(14) 



Oh / V,- = 0, 



(i=l, 2,...) 






\ . . . . , 



che sono della natura di quelle scritte sopra. 

Da quanto si è premesso, risulta che gli integrali w/, v,, tvi {i=ì^ 2,..^ 
di queste equazioni e la corrispondente espressione di sono funzioni finite... 
e si possono esprimere mediante le formolo : 



Ui =j-^ {X — Xi) (tfe-i + k, Si) ^^d(J, 



a 



^'' '^'ìj^y ~ y^^ (^'-' + ^' ^') d^^" 



\ 



(13), 



o 



«.= -|(«.--. + A;.5.)+j'y(5.-,4-A;.fi.)^j(a;-a:.)f|+---j<i^. (12).- 



o 



Inoltre, se ilf; indica il massimo valore assoluto di $(-, si ha dalla (8)': 



Mi ^ 3 Mf. . . 



(8)'.- 



Ciò premesso, si consideri la serie: 

= 6, -\- e^k' -\ \-Oik'^-' H 

In forza della (8)'t essa è convergente assolutamente e in ugual grado 
in tutto S (i punti di a inclusi) per qualunque valore positivo di k' inferiore 



■» 
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ad - ; e quindi ai avrà per < A;' < - : 

O à 



-l\e> + [k, + k')6\ +J2>. + ^k, + *')^ i^l ('^-«Olf + '-\do 

a 
a 



\ 



/ (15) 



a 



O I 

/ 

= e, + fi, A' H \-ei k'*-* -\ = e, ' 

ossia: 

Dì qui risulta, indicando con M il massimo valore assoluto di 9 in tutto S 
(i punti di <7 inclusi), 

IL Poniamo: 

a 

Le funzioni w, r, u; sono finito e continue ... ; e se si ha riguardo alla 
formola : 

o 

mediante la quale si può esprimere la funzione armonica So + (*^i + *') ^ dei 
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punti {xij ifij Zi) di Sj risulterà: 






• • • • 



^l ^ 

cou k' quantità costante positiva ed inferiore ad — • 

Arrivati a questo punto, è facile capire come, seguitando n volte nella 

medesima maniera, si può giungere a dimostrare l'esistenza degli integrali 
regolari delle equazioni: 

TJ l Xi Xi ^ \ 

g^ ) A» t; + (w Al + A?) o h ó— = 0, ^ = ò S 1 ^ = 0) 

^^/ ^ 'oyi dyi \ oxi j ^1 ' 



0^ a> 



a 



a 



• • • • 



con k' quantità costante positiva minore di — • 
In questo modo, rammentando che si è posto: 

So =r^ k e\ 

risulta appunto dimostrata resistenza degli integrali regolari delle equa- 
zioni (9)' per un qualsiasi valore costante e positivo prestabilito di k. 

Catania, Luglio 1904. 



Studi! sulle equazioni differenziali lineari. 



(Di Ulisse Dini, a Pisa.) 



1. (jli 



studii che si contengono in questa Memoria * e in un'altra che 
pubblicherò fra breve possono considerarsi come un seguito e complemento 
di quelli che esposi in due Memorie collo stesso titolo che pubblicai nei 
Voi. II e III della serie III di questi Annali. 

A queste Memorie dovrò quindi riferirmi bene spesso; e anzi, a rendere 
più semplici e comodi gli studii che ora voglio fare, riporterò qui senz'altro, 
nei primi paragrafi, la formola generale che detti nella prima delle Memorie 
medesime, e richiamerò alcuni particolari che in quelle si trovano esposti; 
dopo di che esporrò quello che forma il soggetto principale di questa Me- 
moria, cioè la ricerca di casi nei quali un'equazione lineare ammette in- 
tegrali regolari anche nell'intorno dei punti nei quali il coefficiente del primo 
termine si annulla, mentre gli altri coefficienti restano in quei punti deter- 
minati e finiti. 

Avendosi una equazione lineare completa 

nella quale ao, di, as,..., an-i, an e X sono funzioni conosciute della x e 
regolari (*) in tutto un intervallo (a, b) nel quale ora si suppone anche che ao 



(*) Dicendo qui che una funzione è regolare in un intervallo (a, ò), s'intende che sia 
finita e continua insieme a quelle delle sue derivate che occorre di considerare, salvo 
tutt'al più quella dì ordine più alto fra queste derivate per la quale il più spesso basterà 
che sia atta alla integrazione anche ridotta ai valori assoluti. 

In questi studii l'esistenza delle derivate bisogna ammetterla per Oq fino all'ordine ?i, 
per tti fino all'ordine n — 1, per a^ fino all'ordine n — 2, e in generale per an-h fino al- 
l'ordine h^ bastando però il più spesso pei singoli coefficienti che le derivate dell'ordine 
più alto che devono considerarsi siano integrabili e finite, e talvolta anche soltanto inte- 

AnnaU cU Maiematicaf Serie III, tomo XL 37 
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ti» i.T*r*o ó* inJh. ?i prendano n fonzioni regolari quabiacsì r . a sw 

1*^ !^ ^"lili il àezermii^SLnte 



*— I 



I " 

i 'ìrrery/ da z^ro nello stesso interTallo (a, i); e per ciascuna Zr ài qcie^e 
f^T.zlorA ^1 ìndichi con en-i ^r quello che si usa chiamare polinomio ayyimmto 
i^l pr^mo membro della equazione data (1;, pel quale cioè si ha 

tn .Zr^ a, Zrf'^* -^ e. (a, ^^)<«-*> + e, (a, ^.j(«-*> ^ . 

dOT*? tt • 1/. 

Allora, indicando con Qej qa^i ^ itaan i determinanti che si ottengono 
d;f ^ f/>nendo al presto degli elementi della ultima colonna respettiramente 
1*? /y>«tanti arbitrarie e,, e,,..., <•« quando si vuole ^^i © 1® funzioni -Ti, 
^t^'M ^nt ^ i^M ^tr"9 ^n nelle quali alla variabile x sia sostituito Xt qoando 
HÌ vogliono qapof, e q^^o»:, « ponendo in generale 

Am = Qc + J Xi», ?i».^i rf ^1 ) «4) 

dov^j « fe un valore qualunque di x nell'intervallo (a^ J), per quanto dimo- 
^irai n^dla prima delle citate Memorie, si avranno infinite espressioni anali- 
tj/fh'f per mezzo di serio dell'integrale y della equazione (1) (*), le quali sono 

'/niìftU itw'Attì /juari'lo hì riducono ai valori assoluti (essendo quindi sempre finite o no), e 
It'tU'ii'ì'f an'jli'f, iiiv«r;<j di quosto ultimo derivate, esistere solo gli estremi oscillatorii do- 
VMt \t".r'f di quMHMj particolarità per la loro integrabilità (V. i miei Fondamenti per la 
it'hnrd. i/i'Ur, iiifuloiù (lì variubUi reali, Pisa, Nistri, 1878). Cosi per X e per an non si 
ri'iiMr'lM iìt*,\t\t\ìvii r«*MÌHt'?nza dolio derivate, nò che queste funzioni siano sempre finite, e 
%\t":)\'i -ifi'h" \t:\ \\.:ì. ^iImj nsH'j hì.'vuo iiitograbili anche ridotte ai loro valori assoluti, ecc.... 
(^) Il \''\)iM, con altro considerazioni ottenne altre forme in serie per gli integrali delle 
'''inazioni lin'j.iri n'dla :nia Moinoria : Sur le dèveloppement en séries des intégrales des 
ì'<l\uiiiini.s ilii]'i'i'i'.idirH,'i Unt'HÌrcH, pubblicata a pag. 1^0 del Voi. IV della serie II di questi 
Annali, 
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date dalla forinola 



X 



^ "" ""' K ^> ^ M> J (oo (?)., "^ ^^ + 



«'M—I 






(Oo 



ar- 






a' 



+ 



+ 



) (5) 



X X, X^ Xfi afin-l 



+ 



U 



u 



+ 



la quale può anche scrìversi sotto la forma semplice 



y = 



Ax 



c-n— ] 



a 



(6) 



che è anzi la formola dalla quale nella Memoria citata si ricava la prece- 
dente (5), e non è altro che una di quelle che il sig. Hilbert ha chiamato 
equazioni integrali di seconda specie, e alla quale quindi potrebbero appli- 
carsi le considerazioni che egli ha fatto nella sua Memoria (*), 

E si può anche notare che, siccome la equazione data (1) può sempre 
moltiplicarsi per un fattore qualsiasi tj purché regolare e diverso da zero 
nell'intervallo (a, 6), e per essa vengono allora a mutarsi i polinomii aggiunti 
Zr e quindi le qa?,»^, cosi conservando lo stesso sistema di funzioni ;?, , z^^...^ Zn 
gli integrali della equazione data (1), con questo semplice artifizio, potranno 
porsi sotto infinite altre forme differenti. 



(*) Nelle mie Memorie: Sulle equazioni differenziali ricordate sopra, si ammette an- 
che che JT possa contenere le y, //' y'\...j ?/'*^ e si giunge ancora aUa formola (0) la quale 
viene in tal caso ad essere una formola più generale delle equazioni integrali di seconda 
specie, e viene a valere per qualsiasi equazione differenzialo anche non lineare. 
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2. Se poi si osserva che a causa della (4) ogni termine della serie (5) 
può scomporsi in due, e le serie corrispondenti a questi singoli termini ri- 
sultano convergenti al modo stesso, se ne deduce che l'integrale y della (1) 
può sempre riguardarsi come composto di due parti Y e Yx^ venendo così 
a porsi sotto la forma 

y=Y-^Yx, (7) 

nella quale la prima parte Y è data dalla formola 



'n I 



(aoQ)x "^ \chQ)x J (ao Q)oc, ' "^ 



\ 



a 



+ (aa«?). J (a«<?)J. ** ""' J (a, e).. ** "^^ + 



(t 



u 



X 






(«0 V)i»8 



) (8) 



/ • 



u 



a 



+ 



+ 



X Xf '• . ^i ^m~t 



(]:rm-i,;rM 



e) 



tia^m + 



v;^»» 



» 



M 



(^ 



u a 



+ 



e corrisponde quindi* all'integrale generale della equazione (1) ridotta omo- 
genea col porvi X^r^O, e per l'altra parte Yx 6Ì ha 



a; 



^'' "" (a^Qh l^"' ^*'*' '^ "'' "^ («»& J (^Sfe '^ ■'^' J ^"^ ^'"'•*' '^ '"*' 



+ 



\ 



u 



u 



u 



X 



JCl 






+ 



r< 



a 



a 



[• 



(9) 



X 






{(hQ)'} {(h 



Xl Xf X^ Xfi 



+ 



({ 



u 



«r 



et a 



\.i 
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e questa corrisponde evidentemente a un integrale particolare della equazione 
completa data (1). 

3. E anche per ciascuna di queste due parti Y e Yx si hanno equa- 
zioni integrali colle formole 



X 



^'~ '"-' (^'1; + (Sé i ''*•" ^** ^ ^' ' 



u 



(10) 



X X 



a a 



e siccome evidentemente le derivate rispetto ad x di qof^ofi fino alla (n — 1)* 
inclusive sono tutte zero per Xi^-x^ e la n* è uguale a «n-i Qy basterà deri- 
vare successivamente la seconda di queste formole (10), o anche la prece- 
dente (9) coU'osservare che alla serie del secondo membro possono applicarsi 
le derivazioni almeno fino all'n* inclusive, per dedurne subito anche che l'in- 
tegrale particolare Yx della equazione completa (1) è quello che gode della 
particolarità notevole di essere zero per x = (x insieme alle sue derivate fino 

alle (n — 1 )' inclusive, mentre 1' n« è — 7— • 
^ ' ao (a) 

4, E qui è da osservare che l'integrale particolare Y della equazione 
completa (1) che si dà ordinariamente nei trattati trovandolo col metodo della 
variazione delle costanti arbitrarie, è quello pel quale, essendo y,, tfi^...^ jfn 
un sistema qualsiasi d'integrali fondamentali della equazione omogenea e D 
il determinante fondamentale, si ha la formola 



'-^^^'-j^"^' 



dove Da^n è l'elemento reciproco di y^^"^^ in Z); e quando in esso s'intenda 
che gli integrali siano tutti estesi fra a e tr, questo integrale viene a godere 
della stessa particolarità dell'integrale Yx che abbiamo dato sopra, giacché 
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evidentemente sì hanno per esBo le formole segoenti 

I X 

^ j a.D J {(hDxi ^ 

a a 

z z 



a u 



X X 

> =2y ,\ -dz= ì , r% « ^i » 



(11) 



X 






X 






X 

9 



a a 



n 



dove con Dof^g abbiamo indicato ciò che dirìene D quando in esso neirul- 
tima colonna a y^i"""'-, yi'*"',..., yl""'- si sostituiscono y,, y*,.--» y» ® negli 
altri elementi a x s'intende sostituito ar,, e D'*, «, />«,.•,..., l)j!tr rappre- 
sentano le derivate di Bg^x rispetto ad x. 

Segue da ciò evidentemente che quando i coefficienti a«, a,, a,,..., a 

e X fra a e 6 sono regolari, e «o è diverso da zero, e in Y le integrazioni 

si intendono tutte limitate fra a e a:, i due integrali Fx e F della equazione 

completa (1) sono gli stessi (*), e si ha Fx= Y qualunque siano le funzioni 

(*) Poiché ammettiamo che Uq sia diverso da zero per a: = a, il fissare per la equa- 
zione data (1) il valore dell'integrale e quelli della sua derivata fino alla '« — 1)« nello 
stesso punto a, nel quale a^ non è zero, determina completamente l'integrale, poiché se 
esistessero due di tali integrali distinti se ne avrebbe uno y^ per la equazione omogenea 
corrispondente che per u; = a sarebbe zero insieme alle sue prime n — 1 derivate; e poi- 
ché dovremmo pure avere 

2/0 = ^1 Vi + ^2^2 + • • • + <^»yn 

colle r, , ^/gi • • •» ^« costanti, e le i/, , yg» • • • » Z/»» integrali fondamentali il cui determinante 

J) - - l>^^ a *'' "• (J)^^ cost.) è diverso da zero per r _ a, basterebbe fare y = a in questa 
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ausiliarie ^i, ^s,..., Zny e qualunque sia il sistema d'integrali fondamentali 
yiy ^svM Vn della equazione omogenea dai quali si parte per la determina- 
zione di Y\ talché si hanno infinite relazioni fra questi sistemi di funzioni. 

5. Del resto, potendo sempre prendere in tutti questi studii per le 
funzioni ausiliarie z^^ Zz^...^ ^n^ infiniti sistemi di funzioni, pei quali non si 
hanno altro che le condizioni di essere regolari fra a e 6 e di avere il loro 
determinante Q diverso da zero, tutte le formolo che abbiamo dato, collo 
scegliere in modi diversi queste funzioni Zij ^Tj,..., Zn e col prendere ogni 
volta per le costanti Ci, e?,..., Cn valori adattati, conducono ad altrettante 
relazioni notevoli fra le funzioni Zi^ Zij...^ Zn e yi^ y^...^ yn e X; e in 
particolare quando per le funzioni Zt^ ^2r*'7 ^n si prendano quelle t/i, 
y»)-M ìfn che costituiscono il sistema d'integrali fondamentali che si vuole 
considerare, si ottengono sempre relazioni fra questi integrali fondamentali. 

6. Giova ora anche osservare che nelle formole dei paragrafi prece- 
denti è sempre supposto che nell'intervallo (a, b) nel quale s'intendono con- 
siderati i nostri integrali, il coeflSciente a© si mantenga diverso da zero; però 
talvolta questo non accade, e allora le formole stesse possono presentarsi 
sotto forma illusoria. 

In vista di questo, ai §§ 17 e seg. della seconda delle mie Memorie ci- 
tate, con riferirmi allora anche a quanto avevo fatto osservare ai §§ 10 e 11 
della prima, io esposi alcune considerazioni anche pel caso in cui a^ diviene 
zero in un punto fra a e 6 che può sempre supporsi essere il punto a; e 
tali considerazioni valsero a assicurare che in molti casi si hanno ancora in- 
tegrali particolari che si mantengono regolari anche nell'intorno del punto a 
nel quale ao = 0, e pei quali valgono sempre le formole precedenti. Ora poi, 
a complemento di quanto allora esponemmo daremo dei casi estesissimi nei 
quali, malgrado la presenza di un infinitesimo di ao nell'intervallo che si con- 
sidera, si hanno ancora integrali che nell'intorno del punto d'infinitesimo si 
mantengono regolari (nel senso qui inteso § 1) (*). 



espressione di ì/q e in quelle delle sue prime n — 1 derivate per concluderne subito che 

Ci '— C2 = . . . = Cw = 0, 
e quindi yQ = 0. 

(^) FucHS, nei suoi celebri studii sulle equazioni differenziali lineari dette già la con- 
dizione necessaria e sufficiente perchè queste equazioni abbiano tutti i loro integrali rego- 
lari, attribuendo però a questa parola un significato diverso dal nostro; ma egli suppose 
che i coefficienti della equazione fossero funzioni analitiche di X, mentre qui si suppone 
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7. Supporremo per semplicità che il punto d'infinitesimo di a^ fra a 
e b sia il punto a, e indicheremo dncora come nelle Memorie citate con 8n 
il determinante 

Z, Z\ Z\ . . . V,"-2) e^ 

Zz Z % Z 2 • • • ^% ^2 



^n Z fi Z n • ' ' Z„ Un 



dal quale si ottengono i soliti tre Qc^ qcc^ai e qjp,a?i che figurano nelle nostre 
formolo, col porri invece delle 5,, ffs,..., ^n respetti vamen te le costanti Ci, 
Cs,..., Cn quando si vuole ^c? e le quantità z^ ;?2,..., Zn e le Zi, Z«,..., 
Zn nelle quali sia posto rr^ al posto di x quando si vogliano ja? «i , e f\af,xi 5 
e ricorderemo che al § 15 della seconda di quelle Memorie già trovammo 
che se si prendono Zi = 1, Z2 = x — «, zs = {x — a)*, . . ., Zn-t ={x — «)**-* 
e si lascia indeterminata Zn si ha la formola 

0n = en-i ^n~2 i Z^^"'^ "^ e.., --— -— J/ {x — «)«— * + \ 

( T TU (5 — 1) 77 (» — S — 1) ' 1 

+ Ci ^1"-^^ 2f ^*- -r TTIT 5", (^ " «)**"'"' + 

T "^(s — 1)7: {n ^ 8 — 2) ^ 

*»-3 0^ ) (12) 

1 TT (5 1) TT (» — S — 3) ' 

+ + 

dove 7:n_, = TT (0) ;: ( 1 ) TT (2) . . . TT (n — 2) ; e allora sarà ^ = ^^n - » ^„'''"^\ essendo 
il ;2^n ancora da determinarsi. 

Ora ammettendo, come già abbiamo detto che a© sia infinitesimo per 
a: =^ a, ci limiteremo a considerare il caso in cui esso sia infinitesimo di un 
certo ordine determinato jp, e per modo che sia a© = (a; — a)P 9^ (a;), essendo 



soltanto che siano funzioni regolari nel senso da noi indicato in principio, cioè che nel- 
r intervallo [a, ò) nel quale si considerano siano finite, continue e derivabili almeno fino 
a queirordine pel quale occorre di considerare le loro derivate, bastando ordinariamente 
che lo ultime derivate siano finite e integrabili fra a e ò, e talvolta anche potendo essere 
inilnito, purché sempre integrabili anche quando si riducono ai loro valori assoluti. 
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00 (x) una funzione di x che nel punto a è finita, continua e diversa da zero 
ed ha anche le derivate almeno fino a quelle dell'ordine m, per le ultime delle 
quali però, cioè per le n<^, senza richiedere che siano continue, richiederemo, 
per semplicizzare i nostri studii, che siano finite e integrabili fra a e b. 

E ammesso questo, si vedrà subito che, onde nelle nostre formole i 
denominatori ao Q siano finiti e diversi da zero, basterà determinare Zn par- 
tendo dalla formola ;^i** ' ^^ =:== (*), e facendo successive integra- 

-;i-2 {X — a)^ 

zioni. E ciò qualunque siano neirintorno del punto a; = a gli altri coefficienti 
aj, a,,..., an della nostra equazione pei quali porremo soltanto in seguito 
alcune condizioni, senza escludere ora che possano anche divenire infiniti nello 
stesso punto a. 

Determinato così il znj avremo intanto aoQ = do{x\ e le formole pre- 
cedenti ci permetteranno di determinare subito anche Q<., qaf,ai e ^a}a:^\ ^^ 
noi limitandoci, come ora faremo, alle equazioni omogenee, non avremo bi- 
sogno di occuparci del qofan • 

Ora, rispetto a Qe osserveremo che per la (12), dipendentemente dall'ordine 
d'infinitesimo p di aoj esso potrà avere dei termini che divengono infiniti per 
X = a, ed anzi, almeno ordinariamente, lo saranno tutti, all'infuori di quello 
che porta Cn, se l'ordine d'infinitesimo di a© sarà uguale o superiore a n — 1; 
noi perciò per non incontrare questa difficoltà ci limiteremo senz'altro all'in- 
tegrale particolare pel quale Ci = C2 = ••• = Cn-t = 0, prendendo poi per 

semplicità Cn^= - — > con che sarà Q^=l. 

Osservando poi che il polinomio aggiunto Z in generale è dato dalla 

formola 

fn..i Z = (ao z)M + e, (a, ^)(^-*) + f , (a, 0)<«-^) + • • • + ) 

(13) 

+ «n-i (On -1 2^y + €n («n ^) j ^ 



(^*) Nel § 17 della seconda delle Memorie citate, volendo che nelle nostre formole 
fosse «0^= 1, fu determinato Zu colla condizione zl^'^^=— ; ma più generalmente 

"«-2 ^0 

avrebbe anche potuto determinarsi colle formole cj;'"'^«« , con h numero qual- 

siasi, e allora sarebbe stato a^Q ~ a^-^ . Qui le cose restano più semplici determi- 
nando ^,1 colla formola jj,'*~'> = — . 

7:„_2 (x — a)i> 
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si vede che delle quantità Z,, Z,,..., ^n-i, Zn che dovremo porre in O^ 
al posto delle 5,, ^«,..., ^n-i, ^n, dopo di avervi cambiato x in a^i, per 
avere qa^.-pj , le prime n — 1 saranno sempre finite se tali saranno i coeffi- 
cienti della equazione data, e quelle delle loro derivate che occorre di con- 
siderare ; ma anche in questo caso l'ultima Z„, a causa del valore che avrà ^n, 
potrà avere uno o più termini che divengono infiniti per a: = a. 

D'altra parte nel caso nostro ogni termine della serie che deve ancora 
rappresentare l'integrale sarà della forma 



X J*| X'i ^m-j 



i^^'^i^<3)''')-ì tl2f''^- ("' 



u a et 



e quindi onde essere sicuri che in un certo intorno di a questi termini con- 
servano un significato, e costituiscono una serie convergente, basterà trovare 
dei casi nei quali è certo che le quantità q.^a.i sono ancora sempre inferiori 
a un numero finito, o almeno sono tali che i termini stessi si comportino 
ancora come quelli di una serie esponenziale, o anche soltanto, più general- 
mente, sono tali che i varii integrali successivi 



X Xx 






a a u 



risultino tutti numericamente inferiori ai termini di una serie convergente. 

8. Tratteremo quest'ultimo caso che comprende naturalmente anche 
gli altri due, e per questo incomincieremo col premettere una formola ge- 

X 

nerale relativa agli integrali | q^^aii d x^J e per la quale non si richiede nep • 



a 



> 



pure che le ^i, Zij...j Zn vengano fissate come nel paragrafo precedente, 
ma si suppone solo, in modo generale, che esse siano tali che, se anche di- 
vengono infinite per a: = «, per ciascuna di esse 0, la funzione corrispon- 
dente Za risulti integrabile fra a e a;, come appunto dovranno poi essere 
sempre le Zs nel caso nostro. 

Osservando che pel valore di Z si ha la formola generale (13), e che 
in conseguenza la espressione 

{aoZsY''^'^ + iiiaiZsY^"'^ + e.latZsY''-'^ H h £n~i (an-i^.) + enjanZsdx, (16) 



' * 
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rappresenta l'integrale inde6nito £„ il ZsdXj si potrà affermare, dietro le 

nostre ipotesi, die questa espressione dovrà avere un valore determinato 

anche per a; = a, che noi indicheremo cox\ r,; e siccome in generale si ha 
evidentemente 



X 



Z 



1 1 



1 ^ 1 



• ^V 



(»-2) 






dx 



a 



I ^SBMi d Xi 



<( 



Zi z\ z\ ... 25',"--^ \ Z^dx 



a 



X 



if 



n—ì * n— 1 ^ n— 1 



^ n— 1 • • 



^'H-2) 



Jz,-, 



t^o; 



a 



ì 2^1» '^ n ^ n 






» 



avremo allora 



2^1 



^'i 



Z 



+ €„_i (a„_i 2i ) + zn\ anZidx — r, 



QdT.dPi d Xi — €nH ! 



z„ . 1 2'„_i s'„_, . . . zi"-^' (a„ ^„_,)<"-" + «i (a. -* - 1)'" -'> -r 



• • • - ì ■ 






+ e„_i (a^_i ^,,^1) + €n 1 ^'n ^,1-1 da; — 

■ 



e quindi applicando ai termini degli clementi dell'ultima colonna la formola 
di Leibnitz, e spezzando il determinante in altri colle regole note, giunge- 



7«-l 
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remo subito alla formola generale seguente 



I I 



9 v y 



j^xcoidXi -~en\iQ — , :, > (17) 



i( 



[ ^wl ^ fi—ì ^ Il—i • • • -^«-r I ^n ^u—l d X — Zn t„.i 

itn Zndx — €n Tn 



che è quella appunto che volevamo trovare. 

9. Premessa questa formola generale che è anche assai notevole, tor- 
niamo al caso che dobbiamo studiare, rendendo però prima le nostre formole 
più generali mediante l'osservazione fatta in fine del § 1, col sostituire cioè 
alla nostra equazione quella che sì ottiene moltiplicandola per una potenza 
qualsiasi (.%• — «)* di a; — a; e continuando a rappresentare ancora con «o? 
a,, aj,..., an i coefficienti della nuova equazione, indichiamo con i il nuovo 
ordine d'infinitesimo di a^ (che potrà essere anche d'infinito perchè i potrà 
risultare negativo) per modo che si abbia ora «o =^{x — «)* 9q (x), conser- 
vando So {^) 1© proprietà indicate sopra, 

E essendo a© infinitesimo (0 infinito) per a^ :== a di ordine t, ci limite- 
remo a considerare il caso in cui ai, ag,..., «7i,.--5 ^n-i siano infinitesimi 
almeno (0 infiniti al più) degli ordini i — 1, i — 2,..., i — fe,..,, i — in — 1) 
rispettivamente; e per an ci limiteremo per ora a supporre- che sia integra- 
bile fra a e 6 insieme ai prodotti an^s anche ridotti ai loro valori asso- 
luti |an^«|. 

E ammetteremo anche che in generale per h^n — 1 si possa scrivere 
J>-.; ' ah=^(<xi — «)*"* 5;^ (a?), essendo 6h{x) una funzione finita, continua e deriva- 

, bile fra a e è almeno fino all'ordine n — A, bastando però che le ultime de- 

rivate di ordine n — h siano finite e integrabili fra a e è (*); e indicheremo 



(*) Se / si supponesse intero, e anche per an si ammettesse di avere 

an = (^- - oc)'-" 0„ (x\ 

e le 0« (x) si supponessero tutte funzioni analiticlio di x ricadremmo nel caso di Fuchs; 
ma qui ci limitiamo a faro le ipotesi meno restrittive che abbiamo fatte sopra. 

Aggiungiamo che gli studii che ora facciamo, e le formole r^he si trovano valgono 
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lo saranno i prodotti Un^i^ an^fy*^ CLn^n^ e allora gli elementi deirultima 
colonna del determinante che figura nella (17) diyerranno rispettivamente 

XX X 

[anZxdx^ [an^tdc^,..^ ian^ndx — sn^nj esscndo Tn il valore della espres* 



a 

sione 



(t 



(ao Zn}^'' '^ + «1 (a, ZnY*"-^^ + • • • + «n-1 («n-i «n) 



per x=.a. 

Ma quando sia ammesso che an^n sia integrabile da a ad a; anche ri- 
dotto ai suoi valori assoluti ian^n|> le altre quantità an^i, an^t^,,.^ an^n~i 
non solo saranno integrabili, ma si avrà anche in generale 

XX X ' 

\anZgdx = \ —an^ndx= {X — a)*+«-** I an ^n I <2 ^9 

J J Zn pn J 



a 



essendo x un valore compreso fra a e x, e sarà quindi anche 



X 



X 



ianZgdx = ^ {x- a)»+*~«j \anZn\dx^ 

a a 

dove yjs in valore assoluto non passa l'unità; e quindi per essere ora aoQ = 6o (^), 
la formola (17) ci darà la seguente 



1 Q».»i d(Vi= €n+i 6o {x) + fin TTn-f Tn — 



u 



1 

X — a 












)j, (a; — «)*■+«-»» 



(x — «)»-»(»»— 2)(x — a)" «...jr(n — 2) )jtt.i (a; — «)*■-* 

. . . «'"-2> 1 



'n 



n 






e di qui, osservando che pel determinante che figura in questa formola, quando 
vi si pongano per Znj z'^j z"n^,..^ ^«-2) j j^j.^ valori, e vi si applichi la 
formola (12), o se ne faccia lo sviluppo secondo i termini della ultima linea, 
si trova che il suo valore è sempre numericamente inferiore a un numero 
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11. Dobbiamo ora esaminare gli altri integrali successivi (15), e per 
questo gioverà prima trasformare la espressione di q^wi che si ottiene dalla (12) 
facendovi le solite sostituzioni, e ponendovi per Zn il suo valore, cioè 

(1 — » T TC (s — 1) IT (n — a — ] ) 



"-3 (Z,) 



*■ (1 _ ,•) (2 _ ,•) ^^— «(s_l)7r(«-s-2)^'~*^"'*'* + 

^(1 — »)(2-«)(3 — ») T -(»— l)-(«-s-3)^ ' ^ 

{- + 

^ (l—i)(2-f)...(n — 2-0t''f(« — 1)^(2 — 8)^ ' ^ 

Osserveremo perciò che da questa formola si ha l'altra 
q..,*t = 1?: en -i (Z,)ar, (a: — a)»»-*-» + p, en-1 (^,)*, (a: — a)*»"*"* + 

+ 1?3 €n-i (J^3^ar, (rr — a)»*-'-* A [- P. ^n-i (Z,) {x — *)«-*'• + • • - 

+ Ì^n-1 €n-i (^n-i)*, (^^ Jr)^-* -f TTn-.^ (Zn)«. , 

dove i coefficienti j?,, per 5 = 1, 2,..., n — 1, sono dati dalla formola 
P' ~ 7:(s — 1) ( ( 1 — «) (2 — . • . (^^ — « — - (0) (1 — I) (2 — i) . . . (n~— s — 1 — i) TT (1) "^ 



(21) 



+ • • • + /-, T7^-^-^ ^ + 



(1 — »■) (2 — »•) :t (rt - s — 2; ' (1 — r (w — « — 1) 

che, sommando successivamente i varii termini fra parentesi, si riduce al» 
l'altra semplicissima 

^' ~ (»• + 3 — ») i: (s - 1) - (tt - « + 1) ' ^ ^ 

e quindi, siccome la formola generale (13) del valore di c„+i Z ci dà per 
s^n — 1 

£»H {Zs\ = ((*. — «)'^'-' $0 (a;.)J<-> + e. [(iCi — «)•■'•■' ^. (Xi)]<«-'> + • • ■ 

'+ en-i [ix, — «)•■+' »• 5„_, (Xi)]' + c„ (rtn)». (a?, — «)•-♦, 
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e per 5 = n 

+ Sn-. [?n-i («1)]' + — («n «n)«, , 

e da queste si ha per s^n — 1 

e per 8^=n 

dove jpn è il coefficiente numerico introdotto nel § 10, e le e?, e In sono quan- 
tità sempre numericamente inferiori a un numero finito, e 



r, = (t + s — 1) (t + 5 — 2) . . . (1 + « — n + 1 ) ^0 («) + 



) 



+ £.(« + « — 2) (t + s — 3)... (t + s — «+ 1)5. («)+ > (23) 

+ e, (» + S — 3) . . . (f + S — fi + 1) 5, («) H h £„_, 6n . i (a), ) 

se ne deduce che q««, può porsi sotto la forma 

q,,.=^j^.l>.(i+l-n)(^p+ 

+ C,p.(t + 2-«)(^5^p"'+- •+Cn_.pn .(»"-i)(j^Pj+ |(24) 



p*t 



ovvero 



1 I Si Ci f xi — a Y"^ . 

^^^'^ ~ 0?— a ( TT (Oj - (w — 2) Va?— a j "^ 

I ^'^> / .^.-g y-Hi-n s,g, (^'.-«r'^V ( /25Ì 

^ 7:(l)7:(n — 3)\,.T — aj ^ :: (2) - (n - 4) U" «/ ( ^^ 



dove 



e Z è come li sempre numericamente inferiore a un numero finito* 



f 
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Questa espressione (25) di q^an, ^^P^ ^^ averla divisa per Qf^(Xi) col- 
l'osservare che t--.— = ^ , ^ + (s-t-tI {x — aì). con x compreso fra « e a;, 

torna a mostrarci che onde ^^. sia integrabile da « ad a: rispetto ad x^ 

basta che sia tale la espressione anZn o —(re — a)**"* anche riducendola ai 

suoi valori assoluti; e poi osservando che colla indicata integrazione il primo 

P 
termine fra parentesi dà luogo al termine ^-j-r > dove 



"" :: (0) 77 (il — 2) (i + 1 — T) "*" 77 (1) 77 (n — 3) (t + 2 — m) "^ 

, £3 Cs , , Bn-i Cn-i 

~t" _ /o\ -. /« — 7r7:-"T~Q — iTv -r • • • "h 



(26) 



(2):t(n — 4)0 + 3 — «) ' ' ir (n — 2) 7c(0) (» — 1) 

si ritrova una forroola come la (18), cioè 






p — 

l)-r^s + K 9» a (.e) + X, rfi (a- — «), (27) 



dalla quale si vede anche che se si vorrà che l'integrale | fr^f\ dxi tenda 

J % {XiJ 



a 



a zero coH'avvicinarsi indefinito di x ad a, bisognerà che sia soddisfatta la 
condizione P = Oj cioè 

Si Ci e? Ce , 

i ~ "\ + zmrzTTz o\ / • I r> ::\ + 



:r(0)7:(n — 2)(t + l— w) ' 7? (1) tt (n — 3) (i + 2 — n) 

f (28) 

' ^2) t: (w — éìli -f 3 -' n) "* *" ^^(ir^ 1) 7ir (0) (• — 1) ~ ' 

la quale necessariamente non sarà che la (19) posta sotto altra forma. 

Dalla stessa formola (25) poi si vede subito anche che se sarà soddi- 
sfatta questa condizione (28) o la (19), come in particolare avverrà quando 

siano zero tutte le Ci, Cg,..., Cn-i, allora la espressione di ^ y"^' si ridurrà 
alla forma semplice y {an Zn)af. + 7i j con y e yi numericamente inferiori a nu- 
meri finiti /J^ e ^,, e quindi sarà anche sempre finita se anZn o — (x — a)**"* 
neirintorno di a, oltre ad essere integrabile, sarà anche finita. 






'f . 

So 

J. ■ 



f 
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£ 66 le Ciy ^2r**} ^n.i non saranno tutte zero, essendo o no soddisfatta 
la condizione (28), siccome il primo termine della (25) può scriversi anche 
sotto la forma 

(^yi — g)'-» ( p Zi Ci r, 1 ] I 

JP — a)t-"4-i 1 ^ "T" 77 (0) t: (n — 2) [ « + 1 - n] "^ 



(X 



• ^ (1).77 (w — 3) [o? — a • + 2 — wj "*" t: (2) :t (n — 4) l l'S^T j ~ i + 3 — w. 



+ 



+ • • • + 



' 7:(n— 2)7:(0)[U— «j ~t— ij 



e il rapporto -^^ durante le integrazioni è sempre compreso fra e 1, 

si vede subito che se s'indicano con P', c'i, e',,..., c'n-i i valori assoluti 
di P, Ci, c?2,..., Cn-i, e con «i, «2, «3,..., «n-i i massimi valori assoluti delle 

quantità 1 — t—z > t — t— -^^ > <* — -. -—^ > • > <**"* — - 



i -f 1 — n i + 2 — n « 4- 3 — n f — 1 

per < fra e 1 (♦), ponendo 

ij-__. g'« I i! ^ £j l_ j g>^-* ) 

7?(0)7r(» — 2)"^ w(l)7u(n— 3) "^ 7:(2)-(n— 4) "^ ^ :: (n — 2j - (0) ' / 

' (29) 

* ~ TT (OJ TT (n — 2) "^ 7: (1) 7p(n — 3) "^ t: (2) t: (n ~ 4) "* ^ tt (w — 2) tt (0) ' ; 

il primo termine della (25) sarà numericamente inferiore alle due quantità 

Kj^ — rJ^ — ■ j (P^ + ^i)r^ — ^ — ?; e quindi indicando con il la minore 
(x — a)*-w+« ^ ' ^(jc — a)«-«+* ' ^ 



.K 



(*) Poiché t>n — 1 evidentemente le «3, «4,..., «n-i saranno sempre i valori di 
1 — r-T— s , 1 — . . . f . . . > 1 — -^ 7 , mentre le a, e «• per i ^ 7ì sono i valori di 

1 — . . . I 1 - . , .-^ , e per i compreso fra n — 1 e n (gli estremi n — 1, e n esci.) 

t-f'A— n it'^ — n*^ '^ ^^ * 

saranno i valori di ; , , ' ^ li e . ■ , >, , per modo che le «o, ««...an-i, sa- 

» 4" 1 — ** 1+2 — n ^ «10»»*) 

ranno seiÉpre inferiori ad ano, mentre oe^ lo sarà solo per i>n-* — ; donde apparisce 

che nel caso di i > n — — , e anche quando t è fra n— 1 e n — -^ purché allora sia C| =0, 
sarà sempre -fiTj < if, e allora se $arà Pss^O si potrà prendere 0-=^,. 
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delle due quantità K e P + ^,, si potrà scrivere evidentemente per la (26) 

essendo 6o (a) il valore assoluto di do (a), >7o una quantità non superiore ad uno 
in valore assoluto,* e / e 71 altre quantità sempre numericamente inferiori a 
numeri positivi e finiti p e fx^; e il caso precedente di Ci = 0, C2 = 0,..., 
Ci j = corrisponderà evidentemente a quello di ^=0 e Ki=^0 e iì = 0. 

12. Trovata questa espressione (30) per f f\ > si studieranno suc- 
cessivamente con tutta facilità gli integrali (15). 

Tenendo conto infatti della stessa formola (30) e del valore (27) di 

I ki\ ^ ^« > "®^ quale siano cambiati a: e x, in Xi e x^j troveremo subito 

a 

J ^ ' -/ fe. " "• =JÌ "' é) (^^^ + ' "■" ^"^- + H 1 4 + 

a a a 

e supponendo ad es. : re > «, e eseguendo i calcoli, coU'osservare che durante 

il corso della integrazione si ha sempre a{Xi)^a{x)^ troveremo con tutta 
facilità 

j^> ' '■ km ' " = é^> \ '■ elMcfeo + '■ •" " <^' + '• "• <^ - "' ì + 

a a • N • 

^ % («) (» — w + 1) 5^0 ) 

l % («) (» — « + 1) ' 

eBsendo ni, );t)-'-> 'T* quantità il cui valore assoluto non passa l'unità; e quindi 
se fisseremo di restare con x in un intorno di « suiEcientemente piccolo (ma 
finito), che certo esisterà, pel quale si abbia in valore assoluto 



,xa(a:)+(fti + {^j(x-«) 



< 



% («) (»■-« + 1) 
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essendo r un numero positivo sufficientemente piccolo, avremo 

J % (Xi) 'J % {xt) * J«) (,• _ „ ^ 1) % (a) 



+ 



a a 



essendo Vo, J'i e :/2 nuove quantità non superiori ad uno in valore assoluto. 

Di qui, osservando che il passaggio dall'integrale semplice (27) all'inte- 
grale doppio precedente, pei valori di x deirintorno di a determinato sopra, 
si fa moltiplicando i tre termini del valore (27) deirintegrale semplice per 

.= ^ e per quantità vo, vj e vg non superiori ad uno in valore as- 

®a(a)(» — w + 1) 

soluto, si comprende subito che il passaggio all'integrale triplo si farà al modo 
stesso fra gli stessi confini per Xj cioè si avrà 



•r, 



ffeLd a; ffeL d rJ§^ dx, =.'1 "+^ \\^~, + 

J \ (xi) 'J 0„ (x.) 'J % (a:,) \() (a) (j _ „ + i)/ % («) ^ 



a a u 



+ v\ Oo 1= '- 1 a (x) + *» 8 (iJ= ~— 1 (x — a), 

essendo v'o? ^ « ^ ^'t nuove quantità non superiori ad uno in valore assoluta; 
quindi siccome questo processo può ripetersi indefinitamente, e gli integrali 
multipli successivi che così si determinano sono appunto gli integrali (15), si 

vede ora che se sarà < 1, o anche soltanto __ " <i\ 

perchè r può prendersi piccolo ad arbitrio, restando con x in un intorno suf- 
ficientemente piccolo (ma finito) di a la serie formata dai termini (15) si com- 
porrà di tre serie sempre convergenti assolutamente e in ugual grado. 

Ne segue dunque che se OnZn o ~(x — olY * sarà iptegrabile nell'in- 
do 

torno di a anche ridotto ai valori assoluti, e se, essendo K e Ki le quantità 
definite dalle (29), e P' il valore assoluto della espressione (26) di F, là 

minore (ì delle due quantità K e P -{- K^ sarà inferiore a^o («) («-^^ -f- I), 
la serie formata dai termini (15) sarà sempre convergente indipendentemente 
dall'ordine dei termini e in egual grado in un intorno sufficientemente pic- 
colo, ma finito, di a; e questo, per quanto si disse ai §§ 10 e 11 della prima 
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nostra equazione sarà certamente regolare da a fino al primo nuovo punto 
d'infinitesimo che si avesse per a^ fra a e bj se i coefficienti ai, a^,...^ On 
non presentano essi singolarità in questo intervallo. 

Oltre a ciò poi, siccome nel caso in cui le e,, e,,..,, Cn-i sono tutte 
zero le formole che trovammo sópra per gli integrali (15) mostrano che tutti 
questi integrali tendono a zero all'avvicinarsi indefinito di x ad a, e lo stesso 
conseguentemente avverrà della serie da essi formata che è convergente in 
ugual grado nell'intorno di a, si vede che l'integrale regolare che si avrà 
per la nostra equazione in questo caso avrà anche la particolarità notevole 
di non potersi annullare per ar = a, perchè per questo valore di x si ridurrà 

al suo primo termine -^ che per le nostre ipotesi è finito e diverso da zero. 
13. Passiamo ora a considerare il caso di i = n — 1, e per questo osser- 
viamo che allora, dovendo prendere ^n =Pn log {x — a), con p» = ^ • 

7:tt-fi7(n — 2) 

i termini della espressione (16) per $ = n considerati separatamente diven- 
gono tutti infiniti per x = a] e quindi bisognerà che sia soddisfatta qualche 
condizione perchè la loro somma possa restare finita. 

Ora evidentemente considerando uno qualunque di questi termini (aj^^n)'*'"*'* 
per A=0, 1, 2,..., n — 1, coli' osservare che ah = (x — a)^"^-^ 6h(x)j 

^^=p^log(:r — a), si vede subito che in esso la parte che diventa infinita 
per T--=a è soltanto ai^"^'^^^ Zn] quindi supponendo anche ora, come nel caso 
precedente, che OnZn sia integrabile fra a ed s; anche ridotto ai suoi valori 
assoluti, si vede intanto che onde la espressione (16) possa restare finita per 
x = a, quando s = n, bisogna che sia soddisfatta la condizione 

a;-"'^ + €. ai«-2) + e, a;i.-8) + . . . + e^., On .. = per x = a, 

che può anche scriversi evidentemente 

^(n— l)ffo(«) + €.7:(n — 2)5,(«) + £,n(n — 3)ff3(«) + --+ ) ^ 

(32) 

e quando questo avvenga, se nella espressione (16) quando s = n l'integrale 
QnZndx s'intenderà come al solito limitato da a ad x, tn avrà un signifi- 
cato, e sarà precisamente il limite per 2^ = a di 

(Oo ZnY'"''^ + Ct (a. ZnY"^'^ + C (a, ZnY''''^ +'" + Cn-i («n-i «n), 



9 
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come nel caso precedente di i>n — 1; cioè sarà 

Tn =pnlini I Oo (a) [(x — a)^ * '^g {x — «)](»»-*' + 
+ e. 5. («) [(X - a)«-' log ix — «)](»-«) H ^■ £„.i 5n-i («) log (x — a) j . 

anche a causa della (32) 

avendo indicato in generale con C, la parte numerica che, oltre al termine 
7r(5)log(a: — a), figura in [(x — a)*log(ir — a)]<*^ 

Quanto poi alle altre t, corrispondenti a s=^ 1, 2,..., n — 1, osservando 
che si avrà ora 

§ 

«n-l ^3 = (^ — ^Y"^ ^n-1 (i«?), 

e che, per essere an Zn integrabile anche ridotto ai valori assoluti, lo saranno 

a fortiori anche a„^i, a^^, ,..., a„e„«i, e quindi gli integrali j a„ ^, d a; chjB 

figurano nella (17) potranno intendersi tutti estesi da a ad x^ si vedrà su- 
bito che le Tj, Ts,..., ?;,_! saranno tutte zero a causa dei valori precedenti 
delle OqZs^ ai^,,..., a,i-i ^5 per s = 2, 3,..., n — J, mentre la r, sarà pure 
zero a causa della condizione già postn (32); e quindi osservando anche che 
per X sufficientemente prossimo ad a (come basta supporlo) si ha 



X 



\a,^Zsdx^=r,i {x — aì*"*j|a^log(a; — a)| do? per s = 1, 2,..., n — 1, 



a a 



essendo le >?, quantità numericamente inferiori ad uno, si vede che la (17) 
conduce anche ora alla (18) quando in questa s'intenda che r„ sia data 

dalla (33); e così, in questo caso di t = n — 1, onde la funzione ^^f\ sia 

"o \Xi) 

integrabile rispetto ad ir, da a ad a:, basterà che sia tale la funzione a„ log {x — a) 
-\x — a)**""* log (a: — a) anche riducendola ai suoi valori assoluti, e che al 
tempo stesso sia soddisfatta la condizione (32). 
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X 

E quando si voglia anche che l'integrale fp~^ d Xi tenda a zero coli' 



av- 



vicinarsi indefinito di x ad a, allora bisognerà che sia zero anche la quantità 
1 — -^---\- > cioè che si abbia anche la condizione 

(34) 

che corrisponde alla (19) che avevamo nel caso di t>ti-^l, e nella quale 
le Ct hanno i significati che loro attribuimmo sopra, per modo che, essendo 
Ci = 1, nel caso di n = 2 questa condizione verrà soddisfatta da se. 

14. Restano ora a trovarsi anche per questo caso di i = n — 1 le con- 
dizioni che vengono dalla necessità che abbiamo che i successivi integrali (15) 
siano tutti numericamente inferiori ai termini di una serie convergente; e per 
questo procederemo ancora come nei §§ 11 e 12. 

Valendosi ancora della (12) coli* osservare ai valori attuali di z^j ^«j 
i? „,..,, iri"~% bì troverà che q^^^ si pone ancora sotto la forma (21) nella 
quale però invece degli ultimi due termini sia scritto l'altro 

d^ye 

Zn = 7 log (X"- a) =p^ log {X — «), 

TTn-» ~ (^n Z) 

che converrà studiare a parte; e quindi, applicando le stesse trasformazioni 
del § 11 giungeremo per prima cosa alla formola seguente 

+ .. («.).. \p. + p.'iE^ + p, (f5^)-+ ■ • • f i-.-. (^r ì + ». - 

— ^11-2 I ^n {Zgìwi — {Zn)wi j , 
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essendo ora h una quantità sempre numericamente inferiore a un nugaero 
finito, e le p,, ps,.. , Pn-i} ^«» <?s,».., <?,i-i essendo quelle stesse che ven- 
gono dalle formole (22) e (23) col farvi ora i = n — 1, e essendo ora 

Pi = — 7^-r — 4 ^ ; ^ in questa formola tutti i teroiini mancheranno all'in- 

^* 77 (0) w (n — 2) ' ^ 

fuori dell'ultimo se sarà n = 2. 

Quanto poi a questo ultimo termine — n,^.2 ^n (^ifm ^^ iZn)mì { , osser- 
viamo che avendo riguardo al valore generale (13) di Z, e all'essere ora 
Zn = Pn log {x — a), con f^ = = ^ , SÌ ha 

TZn-2 7f (n — 2) 

Cn+i Zi = O^o"^ 4- ei a^^'^' H h «n-i a'n + e» On , 

6n+i Zn = Pn «n - 1 ^i log (rC — a) + p» -^-^ + pii ^ , 

essendo /« una quantità sempre numericamente inferiore a un numero finito, 
e e una costante, dipendente linearmente e in modo omogeneo dalle aolite 
quantità ffo(«)j ^i («),.•., ^n-ifa^ che volendolo potrà facilmente determi- 
narsi (*), e che del resto, come poi vedremo, non potrà differire che per mi 



(*) Se si osserva che svilappando il polinomio aggiunto Z ds^to dalla (13) si ha, come 
è noto 

m 

dove in generale si ha 

^, =n, fli*> + e, (n - 1), -i él'^' + «, (n - 2),-2fl?""' + • • • + 

+ e,-i (il - 5 + l)j ^'f -1 + *4 (n — «)q a« 
si vede che sarà 

«,+1 ^H =p, ,,-1 1 Mn - 1 ) ^^ _'^^,_, + «. it (*» - 2) (^ _^;^y,_, -f », it (« - 8) ^^ Jt ^^_^ -f . . . + 

+ e»_i«(0)3n-l ( - — - +Pi.?»log(a! - «) 

e poiché i rapporti , — \ i i»i , . - v^ * ^ ,. » /l . ju;^^ ^ » . . . , sono finiti per n; = a , sarà 
evidentemente 

c=.,nmj:r{« - ^) (^ J^^).- 1 + ., ^ (« - 2) ^^ J;^„. , + «,^ (n - 3) ^^ J^^„ , + ■.■ + «n-1 ^ (0) g>-l j , 
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fattore numerico dal primo membro della (32); e quindi sarà evidentemente 



TTn 2 1 ^n (^i)«i — (^n)»i | — 



1 \ ,^. V V ,^x , . . e 



enn(^.)«ilog(a:— a) — en + i(^i)ari log (r,— a)- l^ 



V^i — -^z^ 



1 ( 

— -7r~^ (^o'^ + eifll^^^'H h fin-i a n i + «n «n U log (a; — a) 

«* (ri "~~" Zj l 

— (ai") + £, al"-^> H r «n-i a,. ., f £n «nU log (rr^ — «) ( — 

e lo 

TT (n — 2) (xi — a) - (n — 2) ' 

e così sostituendo nel valore dato sopra di f\afxi troveremo 
1 



IO ^4~"^ I o /'-^i'"^V 1 I / ov iXi — «>-») , 

c,p, + 2 e, ps ~ -- + 3 C4 /), 1 -_rvj + ••• + (;»- 2) cn-, pn-i [^^zr^] j + 

+ fin (an)wi l+h + —rr K^ ! «"' + «i «1""^^ H h «n-i a'n-i + fin «n)*, log (a: — a) — ( 

— fai"^ + e, a$"-^> H h fin-i a'n-i + fin an)ari log {x, — a) — - 



) - (w - 2) (xi — a) ' 

dove l2 = li ' — - — rr ; e ora posto Qa?.*, sotto questa forma, sarà facile stu- 

77 \^tì — 2) 



.-r 



diare ^ , '^V > e l'integrale >r4^T^^ij ^ * ^^^ii termini (15). 



a 



Ricorderemo perciò che pei coefficienti a^y di, a?,..., a„_i già abbiamo 
fatta la ipotesi che siano regolari nell'intorno di a sino alle derivate degli 
ordini n, n — 1, n — 2,..., 1 respettivamente che si suppongono ancora 
finite e integrabili; e per Un abbiamo supposto che se anche diviene infinito 



e quindi determinando effettivamente i valori di ; -^ -r per a? = a, si troverà 

essendo in generale 

7* ^ e« >i8 ^ {/* — 1) «0 (*) + ^«-1 («— l)«-i -(^—2) 6, (a) + g,.2 (n - 2),-2 it (n — 3, 0, (x) 4 
+ . • • T «1 (^ — -s + l)i " ('* - "S) Og-i («) ^ «5 (/e — 5?)^ t: (n — s — 1) 0, (a). 
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nell'intorno di «, è tale però che il prodotto anZn o an\og{x — a) sia inte- 
grabile anche ridotto ai valori assoluti, con che lo sarà pure On . 
Risulta da questo che i prodotti 

(ai"^ + €ta<"-^^ + e, a^f ^ + • • + «n-i « n-i f «n anU log (r* — «) 

saranno ambedue integrabili rispetto ad Xi nell'intorno di a anche ridotti ai 
loro valori assoluti; e, il primo di essi, siccome può scriversi 

log (x — a) 



log {^1 — a) 



(ai'*) + £i ttl'»-!) + e, ai,".72) + . . . -f e^ a'n-i + Sn anU \og{x, — «), 



e durante l'integrazione il rapporto r-^ — — -^ non supera l'unità se x non 

si discosta troppo da a, si vede che il suo integrale rispetto ad x^ sarà nu- 
mericamente inferiore all'integrale del valore assoluto del secondo prodotto: 
quindi avuto riguardo alla (35) si può ora evidentemente asserire che, onde 

^^^ sia integrabile rispetto ad x^ da a ad ar, basterà che in Hat ai manchi il 

termine col divisore Xi — a, cioè basterà che sia soddisfatta la condizione 
c = 0, la quale dovrà naturalmente corrispondere alle (32) che gli studi! pre- 
cedenti ci dettero come condizione necessaria perchè l'integrale indefinito 

Jj^'^dXi non avesse il termine della forma Àlofi:(a; — a) che sarebbe di- 

venuto infinito limitando l'integrale da à ad ir. 

E siccome il primo membro della (32) non è altro che il valore che si 
ha per Ci dalla forma generale (23) delle rs quando vi si fa «=1, e 
i = n — 1, così la attuale condizione c = non sarà altroché la c,= 0. 

Ammesso ora che questa condizione e = 0, Ci = 0, sia soddisfatta, dalla 
precedente si vede subito che avremo la formola 

X 

S^)^"^*^^'^^'^"'^^''^ ~^ X,5r.ì;(x) + X,rf.(a; — «), (36) 



a 



che è analoga alla (27), e nella quale 



{X) =j\ (« 







[ (37) 

^ {^) =J 1 («n)«, \dXi, 
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e P può intendergli che sia ancora senz'altro la solita espressione (26) che 
definimmo pel caso di i>n — 1, quando in essa sia fatto, come ora è, Ci = 0, 

e i = n — 1; e anche qui se vorremo che T integrale! ^^'^^ dx^ tenda a 



a 



zero coll'avvioinarsi indefinito di a: ad « bisognerà che come pel caso di 
i^n— 1 sia soddisfatta la condizione P = 0, che naturalmente non sarà 
che la (34) posta sott'altra forma; e in questa formola il termine P man 
cherà se sarà n = 2. 

Seguendo ora gli stessi processi dei §§ 11 e 12, dopo di aver fatto nei 
valori di P, ir e S'i r^ = e poi / = n — 1, si trova ancora che essendo Q 

la minore delle due quantità K e P' -\- K^. la solita nostra quantità ^^^ 

potrà scriversi sotto la forma seguente 

^0 K^i) 9^ (a) ^ — « { (ggj 

-f en-i a n-i + «n (^njm log (x, — «) | + 7i , ) 

essendo no una quantità numericamente non superiore ad uno, ^ y^ y^i yt 
quantità nuoffericamente inferiori a numeri finiti fj^, fX| e pi,; e ora tenendo 
conto di questo risultato e della formola (36), e facendo ragionamenti del 
tutto simili a quelli del § 12, si giungerà ancora a concludere che la serie 
degli integrali (15) rappresenterà ancora un integrale regolare della equa- 
zione data in un intomo sufficientemente piccolo, ma finito, del punto x = aj 
se si avrà e = o Ci = 0, cioè se sarà soddisfatta la condizione (32), e se al 
tempo stesso, essendo ancora P, K e Ki le quantità definite dalle (26), e (29) 
e nelle quali ora sia soppresso il primo termine col farvi Ci = 0, e sia fatto 
i = n — 1, ed essendo P' il valore assoluto di P, e fl la minore delle due 

quantità K e P' -\- Kij questa quantità ù avrà un valore inferiore a ^o(a)« 

E avendo riguardo alla forma della quantità entro la prima parentesi 
della (35) si vede subito che per iì si può anche prendere in ogni caso il 
massimo valore assoluto della quantità 

C,p, -\'2c,p,t+Sc,p,t'^ h (W — 2) Cn^.pn^i t^'' (39) 

pei valori di < da a 1 (0 e 1 incl.). 

E anche qui, come al § 12, applicando il solito teorema di Abel si può 
sostituire alla quantità iì un numero del quale siano minori in valore asso* 
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luto le Bomme successive dei coefficienti delle potenze di — nella quan- 
tità fra parentesi del primo termine delia (35), e allora invece della condi- 
zione precedente si trova l'altra ohe nessuna delle stesse somme successive 

arrivi in valore assoluto a 9^ (a). 

E come pel caso di i>>n— 1 se ora, quando sia n>2, oltre alla e, 
saranno zero anche le e,, Cs,..., Ch con A<n — 1, allora per resistenza 
dell'integrale regolare intorno al punto « si troverà al modo stesso che basta 

che sia il < A 5© («), e allora per H potrà anche prendersi il massimo valore 
assoluto per / fra e 1 (0 e 1 incl.) della quantità cui si riduce la espres- 
sione precedente (39) dividendola per t^^^. 

E nel caso particolare in cui, pure essendo n>2, sono zero tutte le 
e,, e,,..., Cn-i con che anche P e Q saranno zero, non rimarrà che la con- 
dizione e = Ti = insieme all'altra solita relativa alla integrabilità di 

dn^n o — [X — ^ a)»* Mog (a: — a), precisamonte come nel caso di n = 2 nel 

ao 

quale le quantità (2 e P non figurano affatto ; e allora se queste quantità un Zn o 
— (x — a)^'^\os(x — a) saranno anche finite, tale risulterà anche ^^:^\ e 

la serie degli integrali (15) convergerà come una serie esponenziale, ecc.... 

E nel caso di n = 2, come in quello di n>>2 quando le Cj, e,,..., Cn_i 
siano tutte zero, l'integrale regolare corrispondente avrà ancora la partico- 
larità di non annullarsi per .r = a, come trovammo in fine del § 12 anche 
pel caso di t>n — 1. 

E merita altresì di essere notato che pel caso che ora considerammo di 
f=:n — 1 si hanno gli stessi risultati che si trovarono pel caso di i';>n — 1, e 
possono quindi i due casi riunirsi anche in uno solo, salvo quando i==n — 1 
a richiedere in più che sia soddisfatta anche la condizione c = o Ci==:0, 

e a sostituire alla espressione — {x — «)•*"* l'altra — {x — a)^"*- log {x — a) 

do do 

che dovrà essere atta all'integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

15. Rimarrebbe ora a considerare il caso di i positivo o negativo e 
inferiore a n — 1, nel qual caso i coefficienti <fi, a,,..., On-i della nostra 
equazione possono come an anche divenire infiniti per r = a; ma di questo 
caso, che è assai complicato quando si voglia trattarlo in modo generale 
anche nei suoi dettagli, noi daremo qui soltanto un cenno che del resto potrà 
bastare a indicare la via da seguirsi per applicare con facilità questi studii 
nei casi di equazioni speciali. 



316 Dini: Siudii sulle equazioni 



Distingueremo perciò il caso in cui i non è uno dei numeri interi 1 , 
2,..., n — 2 da quello in cui è appunto uno di questi numeri, e incomin- 
ciando dal primo di questi due casi, osserveremo che allora avendosi sempre, 
coinè nel caso di t>n — 1, 

^n =Pn{x— «)'*-*-•, tto Zn ^fnix — a)»»-' 6, (x), 
«1 Zn =Pn {X — «)»»-« e, (ir) , . . . , ttn-, Zn = fn ^n-i (a?), 

la espressione 

avrà ancora un significato nell'intorno di a; = a, e quindi onde Zn sia inte- 
grabile fra a e « basterà che lo sia il prodotto QnZn come nei casi prece- 
denti; e ora questo lo sarà certamente quando lo sia dn, perchè pei valori 
inferiori ad n — l e non interi che ora si considerano di i, la funzione Zn 
tende a zero al tendere di x ad 7. 

Però ora, avendosi sempre per Sis^n — 1, 

ao Zg = {x — «)*-^ »- * 60 (x), Gì z, — [X — a)« ' *-» 0^ (a:) , . . .., 

è certo che, nei casi ora indicati per /, per alcuni, per tutti questi valori 
1, 2,..., n — 1 di 5 alcune tutte le potenze di r — « nei secondi membri 
di queste formole saranno negative, e altrettanto quindi avverrà nella espres- 
sione 

(a. ;^,)<^-*) + t, (a, e,)^»-») + e, («• 2r,)<'»-») + • • • + «n-, {an-x Zs) + in Jan Zndx 

nella quale, a causa dell'ultimo termine, potranno comparire anche termini 
col fattore log (a; — «); e conseguentemente onde essere certi che le Zij 
Z,, .., Zn.i risultino integrabili da a ad a? bisognerà richiedere che in questa 
espressione i coefficienti delle potenze negative di x — a, e quelli dei termini 
con log(^ — a) se vi saranno, risultino tutti zero. 

Ne segue che avremo ora per questo varie condizioni da soddisfare che 
noi non scriviamo, ma che potranno trovarsi con facilità caso per caso, e il 
numero delle quali crescerà quanto più i sarà lontana inferiormente da 
n — 1; e se trovando soddisfatte queste condizioni le r,, tg,..,, tn-i risulte- 
ranno zero, potremo ripetere i ragionamenti che facemmo nel caso di t > n — 1 j 
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X 



e quando si voglia che l'integrale | ó^^^^i tenda a zero coiravvicinarsi 

a 

indefinito di x ad a, giungeremo ancora alla condizione (19) che potrà però 
rientrare in alcune delle condizioni precedenti che qui non abbiamo scritto. 

Formando poi il valore di q^-a., come si fece nel § 11 pel caso di 
i>« — 1, con ragionamenti simili a quelli che allora si fecero si troveranno 
altre condizioni da aggiungersi alle precedenti e nelle quali alcune potranno 
anche rientrare, come potranno anche aversi certe incompatibilità. 

Se poi t sarà uno dei numeri 1, 2,..., n — '/i, allora nelle successive in- 
tegrazioni che dovremo fare partendo dalla formola 2?,',"*^^^= : per 

7„-2 (x — a)« 

determinare ^r-""^)^ 2?!""^^^ . . . , z'n^ Zn giungeremo certamente a termini che 
conterranno log (te — a) come accadde nel caso di i = n — 1, e quindi iiv 
questo caso oltre alle condizioni che vengono come nel caso precedente dalla 
considerazione delle quantità -Zj, ^Tg,..., Zn 1 e della espressione di qa-^y.^ 
avremo le altre che vengono dalFuguagliare a zero i coeflScienti di quei termini 
che per la presenza del fattore log [x — a) di potenze negative di a: — « 
porterebbero a quantità infinite per X'-^u\ e al solito alcune di queste con- 
dizioni potranno rientrare in altre, e anche essere fra loro incompatibili. 

16. I risultati che abbiamo ottenuti si riferiscono a tutte le equazioni 
lineari omogenee dell'ordine n 

«• y<^^ + a. y^**-^^ + «2 y^'' '^-\ f- «n-. y' + any = 0, (39) 

che si considerano pei valori reali di x in un certo intervallo (a, ij, e nelle 
quali il coefficiente a© per un certo valore a di a: in questo intervallo di- 
viene infinitesimo di un cert'ordine p^ e i coefficienti a^, a,,..., a„_, lo di- 
vengono almeno degli ordini p — 1, p — 2,..., p — (n — 1), e per modo che 
in generale per A = 0, 1 , 2 , . . . , n — 1 si abbia ah = {x — a)i>-^ Oh (a^), 
essendo Oh (x) una funzione di x che è finita e continua e derivabile fra a e 6 
almeno fino all'ordine n — A, bastando però che queste ultime derivate di 
ordine n — h siano finite e integrabili fra a e 6 ; e infine il coefficiente an 
è tale che il prodotto anZny cioè anix — »)***-* anlog(.T — a), sia inte- 
grabile fra a e ft anche ridotto ai suoi valori assoluti. 

Nei risultati stessi però è sempre inteso che i coefficienti ivi indicati con 
«0, ^1, (^2j""i «n-ij ^n siano quelli della equazione data dopo di averla mol- 
tiplicata per (x — a)*'^, e quindi la condizione che ora abbiamo ricordata 
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intorno al prodotto an^n, o an{x — a)^'^-* o anhg{x — a), riportata ai veri 
coefficienti della equazione data corrisponde a una condizione relativa ai pro- 
dotti an{x — a)**-^ 1», e ttnix — a)^^* P \og {x — a), ai rapporti -^ ' 

a,i (r — a)«-Uofif(aj — a) . . , • • ii a* j • • 

e — ' 2 i • e COSI, riassumendo ora i risultati medesimi con 

riguardo piti specialmente ai casi di i^n — 1, e riferendoci sempre ai coef- 
ficienti della equazione data, noi possiamo dire che 

a Data una equazione come la (39) nella quale i coefficienti ao, tìf*, 
a a^,..., ani siano della forma ao=^{x — a/ So{x)j «i ={x — •a)^"*^i(a:),..., 
a ah = (x — a]P-^eh{x)j...j an-i = (a; — a)P^+*5„-i(x), e le eo{x), ^^(x),..., 
u 5;ì (a;),..,, $n^i{x) soddisfino alle condizioni sopra indicate, onde essere si- 
tt curi che essa ammette un integrale regolare in. un certo intorno (finito) del 
.a punto x = oLy basterà che siano soddisfatte le condizioni seguenti: 

a 1.^ che il coefficiente «n sia tale che la espressione an{x — a)*** ^, 
ao Taltra an(x — a)^'^PÌog{x — a), che possono anche scriversi rispettiva- 

a mente sotto la forma —{x — ^t)»-*, o ~ {x — a)**^Mog(.r — a), risultino atte 

do do 

u alla integrazione da « ad x anche ridotte ai loro valori assoluti. 
« 2.** che posto in generale colla (23) 

Cs = (»• + s — 1) (t + s — 2) (t + s — 3 ) . . . (» + s — n + 1) ^0 («) + , 

+ fi (t + s — 2) (i + s — 3) . . . u: + s — n + i)e, r«) + i 

+ £.(«•+ s --- 3) ...(» + s — n + 1) ff, (a) 4- > (40) 

+ + \ 

«per s=i, 2,..., n — 1, e posto inoltre colle (26) e (29) 

p — Jil' I ili* |_ \ 

7t(0):r(n— 2)(i J-l— «) ^ -{!) r:{n—'d) {i + 2 — n)^ 

1 Ss e» , . Eli— l Ctft 



-(2)-(n — 4)(j+3 — n) ' ' - (n — 2) - (0) (»— 1) 

•:r (0) t: (n — 2] "^ - (1) t; (n — 3) "^ ^(2) - (n — 1) ' ^ ^{n — 2)'!: (6)* 

f t r f 

' ~ 7r(0)7:(n— 2) "^ 77 (1)7: (n — 3) "*" t: (2) t: (n — 4) "^ *" 77 (w — 2) ;; (Ò) ' 



(41) 
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tt dove le «i, a^, «d,**.) «n-i sono i massimi valori assoluti delle quantità 
al — , t 1 t^ > • • • j <** * per t fra 

«0 e 1, e indicati con e',, P', e ff© («) i valori assoluti di e,, P, e ^o(a), 
tf esista un valore di i non inferiore a w — 1 pel quale, essendo (ì la minore 
«delle due quantità -K^ e P -f A"',, e Ch^^^ la prima delle quantità e,, r»,..., 

«^;ì+i,..., ^n-i ^lie sia diversa da zero, si abbia fl<(t — n -\- h-{'\)6r,{a.)\ 
tt e con questo però che quando il valore che si abbia così per i sia soltanto 
u l'estremo inferiore n — 1 , allora ci si trovi nel caso in cui anche la espres- 

ti sione — {x — «)** * log (x — a) è atta alla integrazione anche ridotta ai valori 

u assoluti, e oltre a ciò sia zero almeno il ri, sicché sia soddisfatta la con- 
a dizione 

n (n ^ 1 ) ffo («) + e, t: (w — 2) 5i («) + e^ 7r(n — 3) ^, (a) + • • • + ^ 

a intendendosi allora che in ciascuna delle espressioni di P, IT e Kt sia sop- 
tt presso il primo termine (*). 

tt E COSI in questo ultimo caso di i=n — 1 se sarà Ci,=:C3 = •••=: c„-i=0, 
a ciò che porterà che sia P= K =^ Ki = 0^ allora anche quando sia n>2 
«non si avrà altro che la condizione precedente (42) o Ci = 0, come nel 
a caso di n =: 2. 

tt E senza introdurre le quantità P^ K e Ki^ e ammettendo sempre che 
fi Chi- i sia la prima delle Ci, Cg,..., c/^+i,..., Cn i diverse da zero, si potrà 
a anche intendere che in questa condizione iì rappresenti il massimo valore 
tf assoluto della espressione 

'"""^' + ^ .. ^ zm . _ .^ ^ + • • • + , .!r or: .n . ^-^^-^ (43) 



::(A)7r(n — A — 2) ' 77 (A + 1) tc (w - A — 3) ' ' 7r(n— 2)w(0) 

tt pei valori di < da a 1 (0 e 1 incL). » 



(^) Come già notammo al § 12 le «j, «s,..., an.i non potranno superare l'unità, e 
lo stesso sarà anche per a^ se ?•>«— -:7; e quindi per 2>n - —, e anche per t fra 

n — 1 e n ~ purché allora sia c\ = 0, sarà sempre A', ^ A'; e cosi in questi casi §e 

gara P=0 potremo prendere sempre senz'altro q = /i'^ . 
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17. E si può notare, per riguardo alla prima condizione del paragrafo 
precedente, che quando nella equazione data (39) l'ordine d'infinitesimo p 
di flo per x = a non sia superiore ad n — 1, la stessa prima condizione ri- 
sulterà sempre soddisfatta da se quando an nel primo caso e an^og{x — a) 
nel secondo risultino atte alla integrazione anche riducendole ai valori as- 
soluti, e quindi in particolare quando On sia finita e integrabile fra a e 6, 
nel qual caso basterà anche che ao per a: = a non sia infinitesimo di un or- 
dine superiore a un numero vicino quanto si vuole ad n ma inferiore ad ti. 

E per ciò che ha riguardo alla seconda condizione dello stesso para- 
grafo è da notare esplicitamente che quando per un certo valore di i supe • 
riore o uguale ad n — 1 si trovi che le Ci, r^,..., c„ i sono tutte zero, anche 
le P, /T e Ki saranno zero esse pure, e la stessa seconda condizione risul- 
terà soddisfatta senz'altro, e quindi allora non rimarrà che la prima condi- 
zione, quella cioè relativa alla espressione an{x — a)^ * p, o --- (a: — a)**"* per 

i'^n — 1, e all'altra Gnix — a)" ''P log (x — «\ o ^-' (x - e/)'* * log (jp — «) 

per I = M — • 1 ; e quando queste quantità rispettivamente siano anche finite, 
allora la serie che rappresenterà l'integrale regolare della (39) convergerà 
come una serie esponenziale per tutti i valori di x dalle due parti di a fino 
al primo nuovo infinitesimo di a^ fra a e b se vi sarà, o fino al primo punto 
nel quale ao, Oi, a^,..., Gn presentino singolarità. 

E sempre in questo caso in cui le ri, r,,..., Cn^i risulteranno tutte zero 
per un certo valore di » superiore o uguale ad m — 1, si avrà anche la par- 
ticolarità notevole che n l'integrale regolare corrispondente della neutra equa- 
zione oltre essere finito sarà anche diverso da zero per x -- a ». 

18. Se poi la seconda condizione del § 16 non risulterà soddisfatta 
per nessun valore di i uguale o superiore ad n — 1, pure essendo soddisfatta la 
prima condizione dello stesso paragrafo, allora si potrà provare se supponendo 
!<;« -1 risulteranno soddisfatte le condizioni che per quel caso dicemmo 
potersi trovare coi processi del § 15. 

In ogni caso poi quando le condizioni che abbiamo date nei due paragrafi 
precedenti per la esistenza di un integrale regolare della equazione |39) in 
un intorno del punto a siano soddisfatte, questo integrale regolare potrà 
sempre determinarsi per mezzo delle nostre formole generali nelle quali, 
con e, = 1 , ^^-— T — a, z^^^ix — a)*, .., Zn-ì = {x — a>^'y sia fatto 

z^ = p^[x — «•*•-* *, con pn = : y per i diverso 

-*i-t (1 — i) I ^ — «).••(» — 1 — 



differenziali lineari. 321 



£j 



(44) 



(45) 



da w — 1 , Zn = Pn^og{x — a), con pn = " > pcr i = n — 1, e 

T7>*-2 - (n — 2) 

applicandole alla equazione 

ao(x—ay~Py^''^ + a,(x — a)»-Py^«-*)-j h ) 

f an-. (r — «)*-i> y +an{x — aY'P y = 0, ) 



{x—ay6,{x)yM + (a:- a)»-' 5, (j) t/^ f . . . + ) 
4. (:i; .._ ^)t-n^-. 5^^^ (a.) y' + an{x — aY'P y = 0, ) 

che viene da quella data (39) moltiplicandola per {x — a)'*^, e intendendo 

nel caso di ^„=p^log(x — a, che allora sia i=^n — 1. 

19. Aggiungiamo che questi studii dimostrano che per la equazione 
data (39) si ha un integrale regolare in un intorno di un punto a d'infini- 
tesimo di (/o quando sono soddisfatte le condizioni che abbiamo trovato, e 
assicurano quindi che questo integrale è finito e continuo per x = a] ma, 
come già notammo nel § 12, gli studii stessi non ci assicurano nulla per le 
sue derivate nel punto a. 

Per vedere che cosa accada di queste derivate, che nei casi ordinarii 
potranno aversi colla derivazione delle nostre serie generali, o della for- 
mola finita (6\ bisogna vedere se le formole che così si ottengono per la 
equazione (44) (45) conservano un significato anche per x = a] e per 
questo occorrerà studiare anche i valori delle derivate di q^j.^., rispetto ad x 
pei valori di x che si considerano e per quelli di x, fra a e x {Xi=^x 
incl.), e occorrerà studiare anche i termini che vengono dal termine gene- 



.r 



rale (14) dall'integrale \^x,afiyx^d x^ della (6) quando in essi al posto di 

a 

C|ar,»i sotto l'integrale relativo ad a?» si pongono le sue derivate rispetto ad x\ 
e queste derivate dovranno considerarsi fino a quella dell'ordine h se vorremo 
assicurarci della esistenza delle derivate dell'integrale fino a questo ordine. 

Tale studio si farà con facilità, coi processi stessi che seguimmo nei 
§§ 11 e seg. per studiare C|a?,a?j, valendosi delle Hs^xi date dal solito deter- 
minante, dal suo sviluppo (12) nel quale sia posto per Zn il valore corri- 
spondente pn{x — ol)^'^-p j)n\og ix — a\ e per 5,, 6oj,..j Sn siano posti i 
valori di Z, , Zj,..., Zn per x =^ Xi . 

20. Questi risultati generali, essendo relativi a tutte le equazioni li- 
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noari omogeneo, ci senibnino assai notevoli, e più ancora apjjariranno tali 
dal!o applicazioni che poi ne faremo alle equazioni del 2/' e del 3/* ordine. 

Però è da notare che quando, essendosi limitati o no ai soli casi di 
i^n -1, le condizioni che abbiamo date per la esistenza di un integrale 
regolare lion risultino soddisfatte per alcun valore di i, allora non potremo 
affermare che l'integrale regolare neirintorno del punto a esiste, ma non po- 
tremo neppure esser certi del contrario, eia perche le condizioni dei para- 
grafi prcv^edenti per l'esistenza di un tale integrale regolare si sono trovate 
soltanto come condizioni sufficienti, sia perchè può anche darsi che le diflfi- 
coltà provengano dalla scelta che abbiamo fatta dei valori di 2,, ^t,..., Znj 
come appunto si troverà nel caso delle equazioni del second'ordine. 

E pel caso in cui le indicate condizioni non risultino soddisfatte, potrà 
giovare l'osservare che trasformando la equazione data (39) colla formola 
y zzjii f Wj dove / è una funzione che per ora può lasciarsi indeterminata, la 
nuova equazione in u sarà la seguente : 

dove in generale 

/h = nh a, i^^) + (« — l)fc.i a, t^^-') + ^n -~ ì^h^a, t^^ '^ -\ h aW, 

e come si vede facilmente ha per polinomio aggiunto Z quello stesso Z della 
( quazione primitiva moltiplicato per t. 

E potrà darsi che prendendo per t una funzione conveniente che pel 
solito sarà una potenza di x -a^ o log(x -a), e applicando i processi pre- 
cedenti si trovino soddisfatte per la nuova equazione in u tutte le condizioni 
che abbiamo trovato per l'applicabilità dei processi stessi insieme a quelle 
relative ai suoi coefficienti; ed allora essa ammetterà certamente un integrale 
regolare, e la equazione data ne avrà uno che diventerà regolare moltipli- 
candolo per 

21. Facciamo ora rai)plicazione dei risultati generali che abbiamo ot- 
tenuti al caso delle equazioni lineari omogenee del second'ordine 

«oy" + ^.y' + <x,y^^-^\ (47) 

nelle quali ammetteremo che il coefficiente ao per r = a divenga infìni- 
tesimo di ordine ;>, e esso e il coefficiente «i soddisfino alle condizioni poste 
in generale pei primi w della ^39) al principio del § 16, e ammetteremo 
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inoltre senz'altro che il rapporto —(x — a), o l'altro —{x — a) log (a; — a) 

siano integrabili nell'intorno di a anche riducendoli ai valori assoluti, ciò che 
in particolare, come osservammo in generale al § 17, avverrà sempre quando, 
essendo a© infinitesimo di ordine non superiore a un numero determinato mi- 
nore di 2 per a:==a, a^ sia finito e atto alla integrazione nell'intorno di a. 
Con questi dati la prima delle condizioni del § 16 sarà già soddisfatta, 

e quanto alla seconda si vede subito che se sarà r-r-r ^ 1 «^ssa rimarrà su- 

% (a) 

bito soddisfatta col prendere i^^ l^ \ [ > perchè allora verrà Ci^=^0. 

Se poi sarà ^\ v<rli si osserverà prima che colle notazioni dello 
stesso § 16, si avrà 



e, 



t^o(a)-5.(-), P--.-£^, K=c\=%{o:,\i-^^. 



e inoltre sarà K^ = K ^—— per l<i^2, e A',^=j^ ._ pert^2, edi 

qui osservando che per ^\ \ < 1 il /^ viene ad essere sempre superiore a 

- 3 

(i — 1)^0 (a), e che solo per ^'>-„ si ha Ki<,Kj e anche allora P -{- Ki 

risulta sempre superiore a (t — l)5o(a), si vede subito che non sarà possibile 

soddisfare alla condizione ù < (/ — 1) ^o ('^) V^^ nessun valore di t>l, mentre 
poi per i^r:=rl non può essere Ci = 0\ dunque si può intanto evidentemente 
concluderò che a mentre, per quanto osservammo nel paragrafo precedente, 

a non si può per ora dire nulla nel caso di ." ) ( < 1? si può però affermare 

tt che quando sia -r-r-i ^ 1 esisterà sempre un integrale regolare della no- 

tt stra equazione (47) che si troverà applicando le nostre formolo generali 
fi alla equazione 

ix -a.'-Paoy" + {x — ay-Pa^y' + (x — ol/ p a.y —0^ (48) 

a ovvero 

{X — a)» 6o (x) y' + ix — olV ' 5, ix) y -f- (x — aL)^'P Ut y = 0, (49) 
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tt con « := ^"4-T > prendendo ^i = 1, Z2= - — - — ^r^ quando t = ^ ) ( > 1, e 

6o (a) '^ 1 — « ^ 9o (a) 

u prendendo invece ^^ == 1, ^^ rrr log (a: — a) quando « =: 1, o ^^ («) = ^^ ''a^. ^j 
E per le considerazioni generali che abbiamo fatte nei paragrafi prece- 
denti si può anche affermare che a questo integrale regolare oltre essere finito 
a per x = a sarà anche diverso da zero, v 

22. E per decider^ come si comporta questo integrale regolare ri- 
spetto alle derivate, bisognerà applicare le considerazioni generali del § 19, 
esaminando cioè per la equazione (49) i valori di qg^an e delle sue derivate 
rispetto ad x per a:, compreso fra a e a: {Xi = x inclus.ì; e cosi in partico- 
lare, limitandosi qui al caso delle derivate di prim'ordine, si osserverà che 
ora si ha 

qai.^i = 2^2 (x) Zi {x,).— Z2 (ari), q'a,,^^ — z\ (x) Z, (a:,) , 

essendo z^ (x) = — -. — per 2 > J , e z^ (x) ^^ log (x — a) per i = 1 , e 

1 t 
quindi in ogni caso z^ix) =: 7 -.> z\(x)= — z r^— > ed essendo 

^ ^ ^ ' (a: — a)« ^ (^.r — a)«+« 

inoltre 

Z, (x) = [[X — aV S, (x)]' — [(.r - «)*-* e, (x)\ -^{x — «)»-!> a, (a?) = 
^ i (,' _ 1) i^^ (^) -^^ (^) 4. 2 ie\{x)-Q\{x)\ (x -ay-^ + (x-y.Ye\{x) + (a: -^ a^ Pa,{x\ 

Zi (x) = [{x — ay do (x) Zi (x)] ■' — [(X — a/' » (9, ^a:) sr, (a;)]' + {x — a^P a. (x) z^ (a;) = 
= \2[(x— a)» 5o (x)] ' — (a: — a)» - * 6, {x} \ z\ (x) + (a; — a)* 5o ix) z\ {x) + Z. (x) e, (x) = 

= \_^ +2 0,{x) + Zi {x) Z2 {x) ; 

e siccome le funzioni 6^ {x) e 5» {x) hanno le derivate prime determinate e finite, 

e per le condizioni poste sopra si ha f eo(«) = ffi (a), il rapporto — ^ — -' 

che figura in queste formole sarà finito anche per a; = a, e potrà esserlo anche 
in altri casi. 
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Di qui poi si deduce che 






— a ( ^ ari — a " ^ ^ \ \a; — ol ) 

quindi poiché derivando la serie che rappresenta il nostro integrale y, oltre 
ad un termine certamente finito si hanno termini che si riducono a P-t-^ Vi 

Oo \X) " ' 

e si ha inoltre una serie i cui termini sono della forma 



T a-, J-o Xj, Tm-i 

« u u tìt a 

e sono in conseguenza quelli che vengono dagli integrali (15) eseguendo su 
essi una nuova integrazione dopo avervi cambiata x in r, , e averli molti- 
plicati per À- y — N ' così abbiamo ora gli elementi per potere studiare la serie 
derivata di quella del nostro integrale y. 

Si vedrà subito infatti ora che la parte ^r^- y sarà finita anche per 
x = a, tali essendo (\a,a e y; e quanto all'altra parte osservando che 
^ 1^ e che per quanto già vedemmo ogni integrale (15) è della forma 

.4m«(^) + 5m (a; — a\ dove le Am e Bm sono finite, e i loro valori assoluti 
costituiscono serie convergenti, e a (o^) è l'integrale da a e a; dei valori as- 
soluti delle espressioni a^ix — a)* P a^ix — ^y-P]og{x — a), delle altre 

-{x — a) o - {x — a) log (a? — a) che figurano nella prima condizione del 

§ 16, si vedrà subito che ora tutto dipenderà dal restare no finiti per 
x=7. i due integrali 



/•^ _ ^y \{Xi — «)•■-• a, (a:,) (a;, — «)'-P d x, , 



n 



1 r — \ 

r^ _ < i 1 (a;. — a)'-' a \xC) a» (Xi) (x. — a)'-p àx,\ 



(50) 



a 



Annali di Matematica, Serie IH, tomo XI. 42 



S26 t>ini: Studii sulle equazioni 



ai quali darà luogo l'ultimo termine di ^'««.1, non essendo il caso di occu- 
parsi dell'altro integrale 



X 



1 

r— — ^. j (Xi — «) Oj (ar.) (a;, — a)' i» rf j;. 



X 



= rx — a)f I ^^' ~ *^' "' (^'^ ^•'^ "~ ''^' '■^ ^ ^* 



a 



che sarà certamente finito e tenderà a zero coll'avvicinarsi di a; ad a quando 
sia finito il primo degli integrali precedenti (50). 

Ma evidentemente gl'integrali precedenti sono rispettivamente inferiori in 



X 



valore assoluto a — ^-^ e — ^^ — i 1 a^ (Xi) (x — oìV-p \ d Xi cioè anche in ogni 



a 



a — ^— ^ 9 e *• ^ ^-' ; quindi si può ora concludere che la derivata del 



caso 

X — a a — a 



nostro integrale y sarà determinata e finita anche per a: = a se a (x) che col 
tendere di x ad a diviene infinitesimo lo diverrà almeno del prim'ordine. 
Allo stesso risultato e con maggiore sollecitudine saremmo giunti anche 



X 



1 ir 

studiando la derivata della formola (6), cioè di . -f- 5 ; \^a:af^yxid Xi] 



it 



e cosi la derivata del nostro integrale, che fuori del punto a poteva sempre, 
dietro queste considerazioni, ottenersi derivando termine a termine la serie 
che lo rappresenta o quest'ultima espressione, esisterà e potrà ottenersi al 

modo stesso anche per x = ol quando a(x) col tendere di a; ad a divenga 
infinitesimo almeno del prim'ordine, come in particolare avviene sempre 
quando Uz {x — «)*%?, ag (r>J — a)* P log {x — a) sono finiti e integrabili. 

Studii simili potrebbero farsi per esaminare le derivate 2®, 3®^ ecc., del no- 
stro integrale; ma queste possono studiarsi anche partendo dalla equazione data. 

23. Tutto questo quando il rapporto ^^ ^ . ? che non è altro che il li- 

mite di -^-^^ per x = a, non sia inferiore ad uno. 

Se poi lo stesso rapporto sarà inferiore ad uno, la condizione Ci =^ del 
§ 16 si soddisfarà ancora quando si prende «"= r^—^ ; ma, come osservammo 
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in modo generale al § 15 questo non basta per potersi dire sicuri dell'esi- 
stenza di un integrale regolare della equazione data nell'intorno del punto a; 
e bisognerebbe sviluppare le considerazioni generali del § 15 stesso applicate 
alla nostra equazione del second'ordine. 

Anche questo però potrebbe darsi che non conducesse a conclusioni de- 
finitive; ed è meglio perciò tener conto della osservazione generale fatta al 
§ 20, secondo la quale può anche darsi che il non potere trattare anche il 

caso di ^//-! < 1 coi processi relativi al caso di t ^ l dipenda soltanto dalla 

scelta fatta delle funzioni 2r, e 0,, e che in conseguenza un integrale rego- 
lare esista sempre per queste equazioni, e possa ancora trovarsi colle nostro 
formole generali, ma pftrtendo da altre funzioni z^ e Zt. 

24. E difatti nel caso delle equazioni del second' ordine (47) nelle 
quali i coefficienti soddisfano ancora alle condizioni indicate, ma il rapporto 

r^ — - è inferiore alla unità, l'integrale regolare intorno al punto x = a esiste 

ancora, e per trovarlo colle nostre formole basta partire anziché dalle fun- 
zioni Zi e Z2 dei casi precedenti da altre che sono integrali della equazione 

aggiunta di quella «o y + «1 y + ^2 y = cui si riduce la equazione data (47) 
quando si moltiplica per una potenza di j: — a tale da rendere il suo primo 
coefficiente a^ infinitesimo del prim' ordine per x = a ove già non la sia. 
In questo caso infatti la equazione aggiunta ora indicata 

«0 ^" + ?i ^' + ?2 2; = (51) 

per quanto ha riguardo ai suoi coefficienti Oo? ?i 6 (/« nell'intorno di rr = a viene 
ad essere nelle stesse condizioni della prima, cioè della (47), perchè per essa si ha 

q^ = 2a'o — fli, q2 = a'o — « 1 + «ti e il valore i, del rapporto corrispon- 
dente al valore primitivo t = j—-{ relativo alla prima, essendo il limite di 

^ M^) 

gt i^ — a p^^ x=^^y e il =2 — /; talché se per la equazione data (47) si 

haf<;l, per la equazione aggiunta sopra indicata (51) sarà i, >1; e 
questa avrà quindi certamente un integrale yji che sarà regolare intorno al 
punto x^=^a e non si annullerà in questo punto, dove avrà ancora la deri- 
vata determinata e finita se, essendo a (x) il solito integrale della espressione 

— {x — a) ridotta ai valori assoluti, che si suppone esistere, la funzione a {x) 
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diverrà infinitesima almeno del prim'ordine per a: = a, come in particolare 
avverrà quando a^ sarà finita, e Qo sarà infinitesimo di ordine non superiore 
al primo. 

Ma d'altra parte quando una equazione del second' ordine (47) ha un 
integrale y, regolare nell'intorno di un punto x = a dove Qq può anche es- 
sere infinitesimo, si potrà sempre prendere per l'altro integrale y, 

e di qui si vede subito che se si avrà — = z ^-4-7 — > con ^r^-^ rego- 

^ «0 (a? — a) 6o (jc) 6o (x) ^ 

lare nell'intorno di a, indicando con i il rapporto -^ — - e supponendo che y^ 
non sia zero per x = a, potremo scrivere 



y^=y 



Jv (^) d ^ 



con v{x) funzione regolare e diversa da zero per x ^=^\ e quindi per i di- 
verso da uno avremo la formola seguente: 

y. = y,(^-^)* */^(^), (52) 

con fx (a?) funzione regolare e diyersa da zero; mentre nel caso di i=\ 
avremo invece l'altra formola 

y, = y^ log (rr — ol) -\- funz. reg. per rr = a, (53) 

venendo così detcrminato da queste formole il modo di comportarsi del se- 
condo integrale y, di una equazione lineare del second'ordine (47) i cui coef- 
ficienti <io ^> <?! soddisfano alle condizioni poste sopra nell'intorno di un punto a 
d'infinitesimo di «o, quando l'altro integrale y^ è regolare e diverso da zero 
nello stesso intorno. 

Applicando ora queste formole al caso della nostra equazione ag- 
giunta (51) quando per essere i<i\ si ha t, > 1, si vede che la stessa equa- 
zione aggiunta (51), insieme all'integrale regolare )?,, ammetterà un altro in- 
tegrale 71^ della forma 

37, = >j, {x — x)*-*' fi (x) = /;, (a? — a)»-* u (a?) ; 

e questi integrali rii e y^t sono appunto quelli che prenderemo ora per le no- 
stre funzioni Zi e z^. 
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di un fattore costante è uguale a ^ *^ n^ — — \!±y_2 ^ ^^^ ^^ ^^^ nuova 



25. Così facendo, le nostre formolo generali ci daranno per gl'inte- 
grali della (47) 

essendo d e e, costanti arbitrarie, e essendo Q il determinante * '/ 
relativo alla equazione (51) che, per la nota formola di Liouville, all'infuori 

. J (h 

funzione regolare di w nell'intorno di .r = a quando, come può sempre farsi, nella 

equazione data (47) il coefficiente ^o, se già non lo era, sia ridotto ad essere 

infinitesimo almeno del prim' ordine per x = a col moltiplicare la equazione 

per una potenza di a; — a; quindi evidentemente basterà prendere <•,= 0, perchè 

l'integrale precedente y della (47) risulti regolare; e così si può ora senz'altro 

affermare che ale equazioni del second' ordine date (47) ammettono tutte 

a un integrale regolare y nell'intorno del punto ^=: a, quando i coefficienti a^y 

uai, a, soddisfano alle condizioni poste in principio del § 21, incluse nei ri- 

... . . 11 I ,. ,, . . at(x — a) a(a! — ol) log (x — a) 
tt spettivi casi quelle relative alle espressioni — ^^ o — ^-^ 

a che dovranno essere integrabili anche ridotte ai valori assoluti v ; e se, es- 
sendo al solito a (^) il loro integrale questa funzione diverrà infinitesima per 
a; == a almeno del prim'ordine, come in particolare avverrà quando cr» è in- 
finitesimo del prim'ordine per .r = a, e ai e a, si mantengono finiti, allora 
il nostro integrale regolare y avrà anche la sua derivata prima determinata 
e finita anche per a* = «. 

E questo integrale quando *^ ^ o il limite di — per x = ol non 

sia inferiore ad uno, oltre ad essere finito sarà anche diverso da zero 
per X = a. 

26. Quando poi, essendo ancora soddisfatte le condizioni poste in prin- 
cipio del § 21 pei coefficienti «oj «i della (47) per quanto riguarda i loro 
ordini d'infinitesimo, non sia però soddisfatta l'altra relativa al rapporto 



«0 



nel caso di t=±lim(^5^--— 1\ diverso da uno, o quella relativa 

al prodotto --{a: — «) log (a; — a) nel caso di t=l, allora valendosi dei ri- 

(lo 

sultati ottenuti, e facendo la trasformazione y =ziu della quale parlammo al 
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§ 20} è facile dì trovare la forma dei due integrali quando si ammetta di 
essere in certi casi particolari; come ad es. quando ri supponga che il rap- 

porto — ' divenga infinito del prim'ordine per ^ = a, per modo da 

avere — = ; — - — rH — > con a quantità costante diversa da zero e » 

funzione integrabile fra a e a; insieme a quella dei suoi valori assoluti | p |. 

In questo caso infatti facendo la trasformazione y = tu con prendere 
t = {x — a)?, la equazione trasformata in u (46) sarà la seguente: 

ao (^ — 3t)^ u -^{x — a)^ 1 } 2 ao /3 + «1 (^ — a) | m' -f ^ 

+ {x— x)P-^ j e/, |8 (/3 — 1) + fli /3 {x — a) + a. (rr — a)* j w = 0, 'p ^ 

e i due primi dei suoi coefi&cienti soddisfaranno ancora, alle solite condizioni 
per ciò che riguarda i loro ordini d'infinitesimo per or = a. 

fl9 fi* —— ff I 

Per questa poi il rapporto corrispondente a quello — -^ relativo 

alla equazione primitiva sarà il seguente 

essendo i il solito valore per a? = a del rapporto di —^ relativo alla 

^ ; I 9 con X intermedio fra a 

e a^ per modo che pi sarà una funzione integrabile fra a e a: nelle stesse 
condizioni di j9; e quindi basterà prendere /3 in modo che sia 

/3(/3— l) + 2i3 + 5r = (55) 

perchè la nuova equazione (54) in u pel valore scelto di Q abbia un inte- 
grale regolare nell'intorno di ;r = a che avrà anche nel punto a la derivata 

prima determinata e finita se l'integrale | \p\dx diverrà infinitesimo almeno 



u 



del prim'ordine col tendere di a? ad a; e quindi se la precedente equazione 
di secondo grado in /3 (55) avrà due radici distinte /3i e /3,, indicando con 
W| e t/2 gli integrali regolari della equazione (54) corrispondenti rispettiva- 
mente a questi valori /Si e jS, di j8, la equazione data (47) avrà i due inte- 
grali {x — a/' Uij {x — a)?' Ui . 
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Se poi la equazione (55) avrà le sue due radici uguali a /3o, allora 
avendosi /3o = — ^- > si vede subito che per la equazione (54) che corri- 
sponde a questo valore /3o di -i il valore per x =^ x del solito rapporto 
— - - sarà precisamente l'unità, e quindi se «, sarà l'integrale regolare 

(io 

della equazione in u corrispondente a questo valore fi^ di /3, l'altro suo 
integrale i/o per quanto dicemmo in generale al § 24 sarà della forma 
Wi log (^ — 3t) -[- funz. regolare nell' intorno di « ; e conseguentemente in 
questo caso gli integrali della nostra equazione (47) saranno i due 

{x — 3c;^ 1/, , (x — a)^ [log (x — a) «1 -|- funz. reg.], 

e in questo caso m» , come nel precedente u^ e Wj avranno anche per x = a 
la derivata prima determinata e finita se, essendo 



X 



j\p\dx--p{x) {\p\\og(x — x)dx=p{x), 



i( 



la funzione p{x) diverrà infinitesima almeno del prim'ordine col tendere di 
X ad a, come in particolare avverrà quando pop log (x — a) saranno finiti. 
Questi risultati concordano pienamente con quelli che trovò per altra via 
il sig. Maxime Bocher (*) in una Memoria pubblicata nel Voi. I delle 
TransactiotìS of the American Mathematical Society del 1900. Qui li ab- 
biamo ottenuti come semplici applicazioni dei nostri risultati generali. 

27. Applichiamo ora brevemente i risultati generali, che abbiamo ot- 
tenuti, anche al caso delle equazioni del terz'ordine 

a,\j +a,y H a.y' + «sJ/^O, (56) 

per le quali ammetteremo al solito che il coefficiente a^ del primo termine 
divenga infinitesimo dell'ordino p^ e esso come gli altri due a, e a^ soddisfino 
alle condizioni poste in modo generale pei primi n coefficienti della (39) al 
principio del § 16, come ammetteremo anche senz'altro che la espressione 



(*) Al sig. BòcHER non comparisci la condizione che j) (x) diventi intìnitesimo del 
prina' ordine col tendere di x ad a, perchè le sue considerazioni portano che la derivata 
dell'integrale sia presa soltanto nei punti /i/on Ji x, e allora per p viene, come qui, sol- 
tanto la condizione che pop log [x — a) siano integrabili anche ridotte ai valori assoluti. 
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Ot f • ì» w ct 



— ix — 3t )«, Taltra — (x — a)* log ix — ^ ) siano integrabili da ^^ ad a? anche 

ridotte ai loro valori assoluti, ciò che in particolare avverrà quando, essendo a^ 
di ordine non superiore ad un numero inferiore a 3 ma vicino a 3 quanto si 
vuole, a, sia finito integrabile da a a ò. 

Allora la i)rima delle condizioni del § 16 sarà senz'altro soddisfatta; e 
quanto alla seconda, osserviamo per prima cosa che ora per le (40) avremo 
le due 

e, = i(i—ì) 6, fa) — (f — 1) 6, (a) + 6, (a), 

dalle quali si ottengono le aiti e 

c2 — c, = 2ieo{^) — ei{c^), 

e, + e, = I I 2 i0. («) — ^i (a) I — (1 -^ 1) e. (a) + 2 5, (a); 

e quindi se ci poniamo dapprima nel caso più semplice che è quello pel quale 
si richiede che sia e, = 0, Ct = 0, si trova subito che per questo caso ba- 
sterà che si abbiano le due equazioni 2 i 0^ («) = 5, (a), 2 ff, (a) = (ì — 1)^1(5: ), 

la prima delle quali, dandoci 1 = ^T^r V "^^^*^^ ^^^ ^"^® possa essere /^ 2, 

come si richiede, bisognerà che si abbia ~~~ ^ 4; e così quando questa con- 
dizione sia soddisfatta, e fra G^ (a), 6^ (a) e 6^ (a) sussista l'altra relazione pre- 
cedente cioè 4 0^ («) Ot (a) r= j 5, (a) — 2 9q (0) j Bi (a), e oltre a ciò sia soddi- 
sfatta la condizione indicata sopra rispetto all'espressione — ix — x)' quando 

v^-7-!->4, e rispetto all'altra --{x — a)Mog(a: — a) quando ^^-:=i. la no- 

<?o(a) ' ^ ao ^ / o \ / -1 ^U\^) 

stra equazione (56) avrà sempre un integrale regolare nell'intorno del punto 
a; = a, e che in questo intorno, oltre ad essere finito, sarà anche diverso 
da zero. 

E questo integrale si otterrà al solito applicando i nostri processi gene- 
rali alla equazione 

(^ - a)t e,' {X) y'" + {x- a)»-- e, [x) y" + ) 
+ (^ — a)^-« e, (X) y' + a, (X - a)»-P y = ) ^ ' 
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che viene dalla (56) moltiplicandola per (x — 3^)*"P, essendo ^---y-vv> e 

2 9o (a) 

prendendo per l'applicazione dei detti processi Zi=^lj z^^==^x — a, con 

^3 = TT^ — Trr- :: quando t > 2, e 2^3 = — log {x — a) quando i = 2. 

(« — 1) (1 — 2) ^ ' ° ^ 

Osservando poi in generale che per le (41) abbiamo 

P = — - — - + -' — 7 ' K=^ c\ + c't , ir, = a, e', + ag c'2 , 
I — j 1 — 1 

e che essendo i2 la minore delle due quantità P' + ^1 ^ -'^i 1^ seconda delle 
condizioni del § 16, quando c^ e e» non sono ambedue zero, richiede che, 

per un conveniente valore di i non inferiore a 2, si abbia Q<C(i — l)^o(a)j 

iì<(t — 2)^0 (a), secondo che fi è uguale a zero o è diverso da zero, si 
vede facilmente che si avranno anche altri casi di esistenza di un integrale 
regolare della (56) neirintorno del punto .r=ia. 

Così, ad esempio, se porremo la condizione che sia Ci = 0, senza che sia 
rj z^ per non ricadere nel ca^^o precederne, siccome allora sarà 

% i 

e inoltre P + X", = c't ( .^— T + *») ® quindi P -f K^^ == c\ =^ K per i ^ 3 

e P + Ki= . c\';>K per t <3, si vede che basterà che la equazione 

e, =zz 0, o e^ (oL) i« — e j ^0 i '^) + fi^i («) ! + *i (^) + ^« (°^) = abbia in i le sue 
radici 

% («) + fìt(oL)±\l{ Pi (g) — 9o (g) I» — 4 Oq (a) 6t (a) 

reali, e una almeno non inferiore a 2, e al tempo stesso il valore assoluto 

di e, o di 2iSo(«) — ^*(«) risulti inferiore a (i — l)éo(a). 

E così, supponendo come evidentemente può farsi, che 6o («) sia positiva, 
e ponendo per abbreviare 

con che 
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nel caso attadle avremo le condizioni 

AiO, J^j*^ ± ^ A 2=3, Tal. aas. (1 ± v'A)<» —1; 

talché in particolare prendendo il Aegno raperiore del radicale \ A, e quindi 



basterà che dia 






per modo che ne ni pone 

J;g=^3 + ^ con ^^0, 
ciò che dark 



'-=2+- i/3+ì-vi, 



e tranformorà T ultima condizione nell'altra v/A<Cfl o A</3*, si concluderà 
che dovrà eHwere * *; >(1 f /3) insieme a /3* — 4 -.^4- + 4 (1 + /5ì ^ cioè 

'^, ^ dovrà ewere compreso fra 1 -| /3 e 1 + k + i /S* (questo limite supe- 

riorn inchino, ma non T inferiore), intendendo ora che /3 sia un numero qual- 
siasi divotso da zero o positivo; e quando qualunque sia questo numero 3y 
<|ueste condizioni por 0^ («), 5, (a) e 5, (a) risultino soddisfatte, l'equazione (56) 
avrà ancora un integrale regolare nell'interno di x = (y- che si troverà coi 
soliti processi generali partendo dalla equazione (57) nella quale ora 

1 . 2 4- -;7 /3 I \/ A , si suppone che per questa il coefficiente di y, o per 

la primitiva (56) la espressione * (a: -a)« sia integrabile nell'intorno di a 

anche riduoondola ai suoi valori assoluti. 

Studii simili potranno farsi pel caso in cui nella espressione prece- 

diM\te (58) di » si prendo il segno inferiore di \^A, e in quelli nei quali P=0 
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senza che siano zero Ci e e, o nei quali P è diverso da zero insieme a d, 
come anche in quelli nei quali per A s'intenda preso il massimo valore as- 
soluto della espressione che corrisponda ora alla (43) per t compresa fra 
e 1 (0 e 1 incl.); e si troveranno così altri casi nei quali la equazione del 
terz'ordine (56) ha un integrale regolare nell'intorno del punto x=zck.^ che 
potrà ottenersi ancora coi soliti processi generali dalla equazione (57) quando 
in essa sia posto per i il valore corrispondente che si troverà, ecc. 

In tutti questi casi però le derivate di questo integrale potranno man- 
care presentare singolarità per x==z7.'^ e perchè esse siano ancora deter- 
minate e finite in questo punto bisognerà che siano soddisfatte speciali con- 
dizioni che si troveranno per mezzo delle considerazioni generali del § 19 
come facemmo al § 22 pel caso delle equazioni del second'ordine. 

Pisa, Ottobre 1901. 
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